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ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

Классификация функыгЯя. 

ВВЕДЕ НЮ 

Матеманика есть наука, изучающая слодетва и различа въ 0б- 

дасты явлен количественная измьненя. Вов количеетвь въ мате- 
матикЁ разиёлаяются на постоянныя и перемънныл. 

Посхоаиными называются тая количества, которыя изифняться 

ие могуть и облахають вполиф опредфленной величиной; напр., 

отяолеще окружности круга къ Маметру — п, величина ражуса 
въ данномъ круг и т. д; иногда постоянныя количества назы- 

ваются параметрами. Самое существенное свойство перемфнныхь 

количеетвь-—вхь способность измёняться; они раздВляются на 

независимыя перемпиныхя, изыфнеше конхъ произвольно и эависи- 
мыя перемюнныя, измфноШе которыхе зовисить оть изыфившя 

2. 
другихь количествъ: ивлр., въ уравиени; Е перемфи- 

ное зависимое есть у. Иногдв оть нась зависить, каков пере- 
мвиное считать независиыыыь и какое зависямымь; независимое 
зеремённое иазызають еще злаянымь перемьнниань, & заввоимое-— 

функшей. 
Фувкдю независимаго перемфинаго 2 символически обознача- 

ють—/К2); выфето Г употребляють также знака: Ф, Ф, 4, Х...- 
слову „функщя“ придають двоякое эначеню: изи похъ функшей 
разумВють совокупность тВть дЬйотый, которыя надо произвести 
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надь главнымь перомбннымь, чтобы полуЧить зависимое, или же 
числовой результать, полученный, оть выполнен я этихъ хВйствЙ. 

Знак р, Е, $... казываюй№ гаракиеристикой функщн. Зам тлиъ, 

зто функщя сеть матенатаячесйуе понате, & не суждене, въ чемъ 

ея существенное отличе оть уравненя. 

$ 2. Предварительная классификолня функций. 

3) Фунеши раздбляются ио числу перенюнныхь на Функщи съ 
однимъ, двумя и т. д. со многими перемённихи и соотвётетвенно 
обозначаются: (2); Ком» Кем, д). Кауь.). 

2) По дъйстиямь, необходимымь дли получешя функцй, оя% 
раздёлаются нё длзебраическая и трансцендентныя. Алебраическими 

называются таня, надь перемюнными которыть совершаетея ко- 

нечное число алебрамческить дюбютвийх напр. 

ва 8/2) ‚2-Е 
эя-8 Виа СВОИ т. 

Транецендентныя функщён не монуть быть выражена конечнымь 
числомь алебрацческить дъйствай надь переминиими; напр.; 

Тех, Бит, Созх, атс Зы... 

но не сябдуеть думать, что всякая функщя, выраженная безко- 
незнымь чиоломъ олгебраическихь лЬйстый, — трояспендентна; 
изир., въ формужб безконечно-убывающей геометрической про- 

грвсси 

Терначеааеае +... 
превая часть зыраженв безвонечнымь чисхомь алгебраческихь 
АБйстый, но онё равиа агебраической фунещи, стоящей въ лв- 
вой чести. 

3) На ялвныя и неявныя; если дьнь порядокь хВйствй, — фун- 

кщя явная, ебли же зависимость между поремфнными дана урав- 
ненемь, то одно изъ нихь является нелвной функщей осталь- 

ныть, тАкЪ КАБЪ ВЪ ЭТОМЪ случа поряхокь дЁйствЙ на дань. 
4) На прямыя и обратныя. Положимъ, что у==Ф(2) и х==ч (уу; 

тогка еуикщи ф н ф обратныя по отношению другь къ другу; 
обыкновенно обратных функци обоаначаются такъ 4, и $’; Е И; 
4 у"... ит. д, ихь отличетольное свойство выражается сль- 
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лующимъ образомь. Ф(4(2))-=2 т. е., если мы произведемъ мадь 
перем нным»ь ковя-нибудь дВЙствЁя, а затЬиъ обратныя, то опять 
мозучимь то же перемёниое. Примбры обратныхь фувешй: 

= 
узетл", =\/*, у—брах, жеате Зпу......... 

5) Обзозначныя и мноозначныя. Однозначныя функщи суть тв, 
зоторыя при кавомъ-либо опредфленномь значения перемфннаго, 

мифють одно значене; напр., у—бныг, уют, корень уравненя 

первой степени и т, х. 

Миогозначныя имфють нфсколько значенй; напр. корень урён- 
нешя второй степени имфеть два значеня, корень уравнения и-ой 

степени-—-я значенй, атс Зтл— безконечное число значенй. 

6) Ченныя и нечетныя. Четныя не ифняють ни своей величины, 
ки знажа при заивиВ х величиной-—-2; нечетныя, не измфняя вели- 

чины, иВняють знакъ при той же подотаяовк®. Свойстна зетныхь 

Функый выражаются такъ: Дя)-==К—2), нечетныхь: (4)=— К —4). 

а 
Примфры первыхь: 27, 2“, С08х, брт 

Примёры вторыкъ: 2, 25, Эш, 1х, р ит. 

Существують еще смщаниыя функц; такъ называются фук- 
жди хоторыя могугь быть предетевлены въ вид алгебранче- 

кой суммы четной и нечетной функщи, нор, 2-31 = 
пар зая, 

Если обозначимь четную функщю (пеной раыг), входящую 

зь составь сыфшенкой фунвин {Кх) черезь 22) и нечетаую 
Фопобов парыт) черезь #2), то будемь имЪть /{2)==22)4-К2), 

отяузь выводимь (2) Иша); Зрад-а)- [реа [и, таз 
вакь ра), то МЕ дел), танимь шо обра” 

ЗоМЪ ЕВХОДНМЪ: 0-м. 

7) Возрастаюния и убываюция. Си. отд. И чабть 1$ 1. 
$) Прерывныя ц непрерыаныя. См, отд. И часть 1,82. 

$ 2. Кааесификаия алюбраическиль фунящи. Алгебраичесяя 
функщи раздёляются на решомальныя и иррашюнальныя, Первыв 

1* 
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не содержать дВЙстья извлечен!я кория изъ перемёниаго, & толь-. 

во первыя четыре дЕЙствЁя и возвышене въ цёлую степень напр.; 

аб 1-52УТб—лауЗ\ и 
реке (На) ит, и. 

'Ирращональныя водержать дЬЙстые „извлечене корня“; ваир.;^ 

ву Не УС 
Фадюнальныя раздъляютея на зрьвия и дробныя. Ифлыми на- 

зываются функции, въ которыхь перемфиныя не вхохять въ вна- 

а ит. п.; въ дробныхь—перемённыя 

142. зв 
2—2 быту 

Цлыя функшы иногха получають названо высшей степени’ 

перемфниаго. 
Если въ ифлой функши вс члены озносителько независимыхъ, 

неренфнныхь одного н того же измёрешя (измфрешемъ члена 

наз. сумна показателей перемзнныхь велизинъ), то функщя наз. 
однородной, напр; ааЗ-- узи сха?-- ву. Въ двнномь случаЪ во 
члены третьнго изифреня. 

Ирращональныя фунющи раздфляются из фадыкальныя т, е., 
иибюния перемфнное поль знакомъ корня, и собеименно иррац?- 
ональныя т. е, тая, въ которыхь появляются дёйстшя, завися- 

щя оть рёщевн уравненыг, напр.: 2-52 - сл? Фй-ех--9-=0, 
Радикальных функция (Норвежекимъ ученымь Абелемь) раздЬле- 

ны на порядки; функцщи перваго порядка имфють вяль: /(, У, 2....)- 

УФ ь. }, СЪ, ф, +... ращональныя функц независимыхь пе- 

ремвнныхь. Въ фувкн второго порядка выфото ф, ф.... входить 

реднкальныя функщи первато порядке и т. д. 

итд 

менатель; нёпр., 1—2, 

входять въ знаменатель; назр. ит. и. 

Приифрь радикальной функци перваго порадка ны 

второго: ау, 
1—/ 



ГЛАВА ВТОРАЯ. 

Теор1я предбловъ. 

$ 3. Предварительныя своя. Гредълоть называется такая 
постоянная величина, къ которой приближается перемъиная такь, 

что разность между перемюнной и постоянной можеть быть сди- 

лана менте всякой данной величины. Перомбиная величина въ 

этомь случа назызаетсяя приближающейся. Способъ принять 
свойства прехфловь къ рёшенно различныхь малематическихь 
зопросовъ называется снособомь яредимовь. Предёжь обладветь 

тремя свойствами: 1) предвль еёть величина постоянная; 2) пе- 
рембинья водичина, приближающаяся къ предёлу или увеличи- 
вается, или уменымается; 3) разность между предфломь и прибли- 

ыавщейся величиной ножеть быть слвлана менфе веякой данной 
величины. Иоли х—перемфиная, прибзижающаяея къ прехфлу а, 
“то 1—0. {1), 

гдЁ а есть перенфииая, которая можеть быть сдётана мене воя- 

кой хамиой величины. Отсюда, прехёхь х--а, или, какъ принято 

обозначать: ние. еее еельнниее, (2) 

Уравнешя (1) и (2) выражають одну и ту же мысль, в, если изяъ 
дано одно изъ нихъ, мы мохемъ ванисать хругое. Перем$нная а 

называется безконечно-малой величиной; очевидно, что Ни(а)--0. 

Примфр»ъ: Сумыв угловъ миогоугельника воть: 5==24(я—2); 
44. 

величина каждаго угле: 4—24— ;; А величина перемзнизя, в 

24 — поегоанная; при я = со, 4 стремится къ предёлу 24, ила 

Шад — 24. 

$ <. Оеновныя теоремы энер предьловь. 

Теорема 1. Разность двухь безконечно-махыхь величинь 

есть воличинь безконечко-мыхан. 
Дано: ы Нло=0; НиВ==0. 

Требуется хокезаль: — Шя(а-—В)-0: 
Доказательство: Если а--8 < а, т0 отсюда очевидно, что 

нщ(а-—В)==0. Что и требовьяось доказать (Ч. Т. Д). 
Теорема 2. Алгебраическая сумма конечнаго числа безко- 

нечно-малыхь величинь, есть воличяна безконечно-махая. 
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Дано. Конечное число (я) безконечно-малыхь а, В, Т...П. 

Т. Д. «ЕВ-Ет--.. .-Нте=безконечно-малой. 
Разобъемь ‘доказательетво на 2 части; сначала докажемъ, что- 

<-4+-В воть безконечно-малоя, & цотомь сдлаемь обобщене и до- 
кажемъ всю теорему. 

Доказательство (огь противнато). Позожимъ, что: а--В==Е...(1) 
и ШиЕ-к,.... (2) В к-конечное число; мы можемъ нациевть: 

ке... {2’}, ибо Е съ уменьщещемь а и В уменьшается и, 

сяёдовалельяо, подхотпить къ предёлу, уменьшаясь. ВотавиЕЪ въ 

(2) равенство (1), получаемъ: а-РВ==к-е, поренеся В въ правую: 
часть, нейлемь: о-к--(2— В). но по теорем (1)-0й: =—В===’, тд. 

&”безкодечно-малое, т.е. и-к-|-е” вли а—е'==к. Итакъ, предио- 

доживъ, что сумив о--В воть величина конечная, мы пришли къ. 
зожному выводу; безконечно-малое равно конечной ведичинф, сл- 
товательно первая половина теоремы доказана. 

Если же ханы три безконечно-малыхе, то а-|-В-|-т==Е--т и тавъ. 
какь мы внвемт, что Е безконечно-мало, то и Е--1 по предыду- 

щему безконечно-мало. Такимъ же путемь хокажемъ, что сумма. 
произвольнаго конечнаго числа безконечно малыхь безконечно- 
маза; если же теорема спроведлива для ариометической суммы, 
то тБиъ боле она справедлива для алгебраической, 

Теорема 3. Произведен безконечно-малой величины нз ко- 

ночную, есть. безконечно-махое.. 
„Дано, «— безковечно-малел, №--конечное число, 
“Тр. д. №.а-=безконечно малой. 

Дов. Если М цёзлое, то мы можемь произведеше №.а предста 

вить. въ видё конечной сунмы: М, 0-=в-во--...-Ра, которая 
по прелыдущей теорем® безконечно-мала, Если Мне есть иВлое,— 
то оно заключается всегда между двуия пвлыми числами: ми 

з-|-1; » есть дЪазя чвсть, заключающаяся въ М и обозначается: 
н—е(№) (епег); въ такомь случа имфемь: н.а Ма (я-а. 

Такъ какъь М.а заключается между безконечно-махыми, то оно 
само безконечно-малая величина. 

Теорема 4. Частное оть дВдевя безконечно-мазой воличины 
на конечную есть величина безконечно-малая. 

[ 
Доказывается зам ной т 90635 а 
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Зворема 5. Постояниая @, заключающаяся между двумя 

приближающиниея величинами хи 2:, разность между которыми 
можеть быть одфлана меыфе всякой канзой величины, есть ихь 
общий предфль. 

Дано, ива; хара. 

Тр. дк. Ш Ниыцеяа. 

Док. Такъ какъ 2—Ы—0, то д—@«а— 

а—я «а безконочно-малой, откуда: из 

Приложене этой теоремы: окружность есть предфль внисанныть 

и описанныхь многоугольниковъ. 

езконечно-иалой, и 
р]. 

Теорема 6. Если приближзющаяся величина х, заключены 
между другой приближающейся величиной и ея предёломъ а, то 

эте величина 2, иметь тоть же предёль, что и величина х. 

Дано х—в=а; и>а’>а. 

Тр. дк. Нта,—а. 

Дов. и-—в<-—а, т.е. ааа или п. — а-=безконечно-малой, 
слёдовательно: ила. 

Приложен!6 060, >-.(4А6/>СС,, раздЬливь на 2,--полу- 
чаемь: ОбАС> СР паи ших, Раздбливь на Эных, полу - 

я, = шбевл== зи ове>8 Зее ВЕ? & такъ какъ Цибесх== чимь: — 
` Эша 

при 2-0, то ВИ Разязливъь на 1х получимъ: 

Эш, 
>; Е Че, >. > 0%, во такь какъ 1наСозе-1 при 

1—0, то т. ва з. 

На основаны этихь форыуль вычисхеяы теблицы тригонометри- 

ческихь функи. 

Теорема 7. Если разность между двумя прибяижеющинися 

величинами 2 к <;, можеть быть сдёлана какъ угодно малой, то 

хи 2 иыЪЮть одинъ и тоть же предёлъ. 
Дано: Нные-=а т.е. х—а=8В, Мифиуяна, т.е, д —ит=Т, х— 2,58. 

Тр. дк. ва. 
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Дь. Вычтемъ одно равонетво изъ другого: 
Е 

2_и-а-фаи В бтилиаа, 09 В-т 

безконечно-малой; отеюда: а==а;. 
Теоренз 8. Если дв приближающияся величивы ди а: 

имЖють одннь и тоть ще предёль а, то всякая третья прябли- 

жакниаяся вехичинь х;, заключающаялея между кЕМи, имВетъ тот+ 

же предёзъ а. 
Дао Вия Пиыдеа: прет. 

Тр. хе. Тоха, 
Дк. Вычтемъ изь равенства 

я -=а-а 
равенство — м=а-В. получимь: 

2—1 = -=безконечно-малой. 

2:—# «а В безконочно-мелой. 

Ио Иных = бя, 

Оазоти пы бл Нни- ны, 
Шо ни, тие. 

5 5. Теоремы о дыйтеяль надь предплами, 
Теорема 9. Предёль разноети равенъ разности предёловъ. 

Дано: 2—4 у—6=8. 
Тр. хк. Ни(х—у) Ши — Иту. 
Дов. 2—в—а 

в 
2 —(@— 5) Е безконочно-махой 

Ши у)—а-—5=Нил— ту. 
Теорема 10. Предвль суммы раяенъ сумиВ предвковъ. 

Дано. т—а-а, у—6-4-5, г=е--т,-.. 

Тр. Дв. Неке--уе--... ел 4-Шиу--Ное +... 
Доказ. Склалываемъ равенства: 

2+-у--2-..- те с...) ==а-- В+ т-+-... =безк.-махой 
Нике-ру-2+-...)-=а- 6-е... = Ния-НШау-Нь2--... 
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Теоремы 9 я 10 могуть быть соединены въ одну: предфжь алге- 
бранчесвой суммы равонь азгебраичесвой сумм предфловъ. 

Теорема 11. Предьжь произвелешя равемь произнеденйо 
предвловь; 

Дано: Ших-а, Шпу-=. 
Лр. Дк, Тншлу- Лох . Вашу. 
Дек. Перемножаемъ равенетва: 

;—ара 

ув 
вуза Рав-Гоф-нов 
зу—#—ав-- оф ав-=безконечно-малой 
Твоау-—а6 == них . Ншу. 

Теорема распроетреняется на произвольное конечиое число 

множителей. 

Теорема 12. Предёль частнато равень частном? оть пре- 

Вловъ. 
Дано: Шшвё=а, Ну. 

2 №05 Тр. Де. у 

Диз: ДВацмъ равенство; 2—а-{-а нь у—В--В, получвемъ: 

= ааа фо ав. Е 
УЕ 5 ® безв. махой; и ут 

_ ах бу 

Теорема 13. ПредЪлъ степени равенъ степевя предёла. 

Дано: Ц 2—0. 

Тр. Дь. Ник(2”)==(ая)". 
Дв. 1) Цвлая положительная стеневь ("== Н1(7.2.2.....)= 

Вил. 1н0т..... „ох ноя)". 
2) Цфлая отрицательная степень. =——я; №8(2") = (“")— 

=евв( Ру] '-= Оше) -^==ащиз)*, 

Теорема 14. Предфхь корня равенъ корню изъ предфла. 

Дано: = приближающаяся величина. 

Тр. Де. Шоу == Ибо, 

Дк. шоу-биза Ушу) 'Нох. 
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При помощи этой теорены можно разсмотрёть еще олинь слу- 

чай предыдущей, когда стевевь дробивя: 

в 2. 
(2 вые — У носа) =ИФила’ (в *, 

Теорема 15. Для конечнаго числа № и бозконечно махаго 

а, Ни №1. 

Де, ЮМЪЬ «>0. 
1 3 

Положивъ =», пыфемь №—М#, га и— безконечно-большое. 

Возьмемъ гоометричеекую прогресс: 

ы о тои 
Кромв того №" —1>0, а такь какъь На в  ' 

1 
Ни (51), или Шо. 

2} №«Е а>0. 
1. . 1 1 

Полагаемь: № И: но -= а пере 

3) а< 0; и. 

1 1 И : На М“ дна М-Н Нолагая а=— В, найлемъ: шо У“ ни № р ей 

Теорема 16. Тр № = Маше, 

Док. Изъ обзихь частей равенства: №-=М№+Явычитаемь по №. 

№— № М №№ 1) -=безк.-мазой Ша №№ Мо, 

Теорема 17. Прехёль логариемь равенъ логёрвему предл. 
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Дв. Положвиъ: Рорд-у т. в. си 

Тотла Нах Г)=1ипу 

Татд-=Нта "ча. Отсюда: 
Шу Рла-= Иные.) 

Тзорема 18. пд илуз ву 

Дк. Тае—уТау Зпоаи-=Нту „Ни Ра 
= ищу. (№17) = зи) или 

Ийтая)— тли ия), т, ©. Ивана 
Общий выводь изъ 18 теоремъ. 

Предёль функщи разень функшя предёловъ. 

Би(жу,е....)-=ИО бах, Ву, Н2..... , 

$6. Задача. Найти прехфль средняго ариеметическаго ряда: 

6, (1) (2) | ..-. = при ® безконвчно-большомъ. 
в/ ‚\т/ ‚т , в ’ 

Доважемъ предварительно, что среднее арцометическое нзсколь- 

жить чисель меныше наибольшозо и больше нашменьиено. 
Похонамь, что наибольшее изъ и величинъ: 21, 2, Лу... =, 

есть а и наименьшее 5; тогда: 
ага 
арб 

иди: 

Тенерь пристунимь къ рЬшеню недией задачи, Обозначимь 

искомое средне-вриеметическое черезъ ЛМ,. 
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Возьмемъ теперь два числа @ и 5, при чемь а>>6 и нынишемь 
и фи 

тождество; “ $ =" 4-Й" 2...... 5", 

ВеБ т--1 яленовъ больше $" и меньше а”; поэтому мы имфемъ 

право нвдиевть: 

ии а"... ..... 

т а, 
Дадим: аи г частныя значе; въ перавенств® (1) положимь 

а—я--1 и 6==2, & въ нерзвенотвв (2)—а—% и В=я—1 
ерунды 
ме бен 
а (дб) 
ао <, р 

отеюдь получаемт: 
(ету аи дд уеи 3 

т-4+-Т р ®. 

Поставим выфето 7 въ неравенство (3) посяёдовательно вов 
значеши: 1, 2,3....(и—1) и сложамь вов неравенства почяенно. 

>=> 

т 

ив Туин (он 
уме 

проанемыи-.. ет"... 
Далянь на и” 

1 За м ООО о С и УВЫ 
С ==> Е > Г 5 
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& тевъ какъ [5 =). а яр: равно какь и 

ж-1 1 

в [(1- — со м т 

($ 4) заключаень: 

"8". ео 1 
ит 

=, то отвюха по теорежв воевмой 

т. о. ль =" 

ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 

Сходимость безнонечныхь радовъ по ихъ внёшнему виду. 

$7. Поедвотительныя овъдтнея. 

Безнонечиимз рядомь называется совонупность безконечнаю числа 

членов», слюдующить одинь за друшмь по одному опредъленноми’ 

закону. 

Ряхь изобранвется въ виль: 
М, М, Не-а Мне - 

„называется общииъ членомь ряда. Законъ ряда выражается 
ТЪмъ, что везёчина члена опредъалется по мтелиу, занимаемому въ 
рядъь, т. в. и„--Ия), тавъ что: н=ИИ), ==), ==) ...... 
ПАНА Если день обрый членъ, то мы можемъ написать 

весь ряхь, поэтому чвето выфото того, чтобы пясеть весь ряхь, 

пизшуть только его общуЙ членъ. ИМазр., ч.1; рядь изобразится 

такъ; 1,1, т 1,41, 
234 з 

Сумнь вобть члековъ ряда называется суммой раль. Сумма („м 
зхеновъ безковечнаго рада съ увеличешемь я приближается къ 
сумы вебхь членовь рада #, т. е. Шиз,—5. 

Ряды раздъзяются на стодлинеся, раслодящуеся м неопредилен- 
ные. Если Шпз,-— ===, гд &— конечное число, рядь оходящйся 
если Низ,—9=со, то рядь- ряеходящся; если же Низ„--я но 

имфеть никакого опредёленнаго предвла—рядъь ивопредфленный, 
Главное значеме имюють въ минематикю ряды слодпийеся, расхо- 

цянфеен и неопредвленные не разематриваются вовсе, тавъь что 
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сходимость рядв и расходикость его равиосильвы годности или 
негодиости рада. 

Прим ры: 1) Сходящ ен ряде: ч.1 

11,1 1 АУ = — — о) акь 
2) Раскодящ!ся рякь: и„—в 

э=Р--2-8-- 
3) Неопредёленный ряль или колебяющиЙ 

РА... 
Но знакамъ членовъ ряды раздбляются знакопостолнные и знако- 

перемьнные, т. с. ине ве члены съ однимъ знакомь и съ 

разными, 

По функшямъ, которыми выражается общий чхеть, ряды раз- 
хВаяютоя на возрастание и убывиюиие; въ возрастающень рах® 

„инь в въ убывающемь #„>н, 1. 

Признаки сходимости ряховь разхБляютея на необходимые, т. в. 

таве, при отеутотвм которыхь рядъ не можеть быть сходнщимся, 
и достаточные, т. е, таве, при которыхь радь непремфнно схо- 
хитея. Нь сходимость безконечныхь рядовъ яцервые обратить 

вниизиые Лейбниць; развитРемъ своимъ эта теорйя обязана Эйле- 

ру и тяавнымь образомь — Коши; окончательне же разработана 

она у нась вв Роеди профевворомь Московскию Иниераторскоо 

Университета Н. В. Бумевимь. 

$ 8. Необходимые признаки сходимости рядов». 

Первый необтодимый призвакь сходимости -рядовъ состоять зъ 

томъ, что общий члень есть функшя убывающая. Друе необхохи- 

мые признаки выражаются въ схёдующихь теоремахъ, 

Теорема 1. В» стодящемся рядь предьль суммы воъть чле- 

новь, сатдующить за общиме, равень нулю, 
Дьно: № 8,—8—® (конечнвя велич.). 

Тр. 25. мии Ни. 
дк. ба Ри... ы, 

Вим, нм. РЯ 
и 

Мам Ринна--. +. Ни, „у (В, „„)--Во$,)=58 5-0, 
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Теорема 2. Вь сходящемся рядь предъль общипо члена ра- 
венъ нулю. 

Дано: 

Тр. дк. наи, ==0. 

дк: Вии. 
бам На-На 

—оь-г 
ива, НЯ, Е 5—8==0. 7 

Какъ сказано, приведеняые признаки — необходимы, но не до- 

отаточны для сходимости ряда. Призехеме примфру, въ котором® 
радь обладаеть этими призивнвни и вЪ то же время есть ряжь-— 
расходянийся. 

11 
Примфръ. ГармоничеекЙ рады ВУ... 

— убывающ/ и удовлетворяеть условёю: 

и 
Разобьемь ого на группы, заключающуя и, п, 2, 4и... членовъ: 

1 1 1 1 1 1 — из | 
ЕН НЕ а Рада + 

т т, 1 1 1 
Ра НР Нат Фы 

Тогда мы можемъ нвписать ряль неравенствъ; 
1. 1 1 1 1 Ь ааа 

1 11 
5 я ++ > +. = ОЕ 

1.1 11 
тен. + 2". 

1 1 

НыНя +. +5 "и 2 
1 
а 

Вы +т Радь расходавийся. 

Тавь кавь раскодящуеся ряды мы очитаемь негодными и ие 
разсматриваемъ, то въ дольнёйшемь иззожеши мы полагаемь, что 

рады удовлетворяють необходимымъ призиакаыъ. 
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$ 9. Оравнительныя ленны. 

Ленма 1. РЕслы члены хокоо-нибудь ряд Но о,... 
... Е.Е... #0 абсолютной величинь менпе друмло знаковостоян- 

назло полозеительнио, сходящелося ряда: ии, ры. и... , 
это рядь (г„) стодлинйея. 

Дано: Рахь (н„)—екодящЙся; м >; и; и ие, 
Тр. дь. Ряхь (©„}—сходищся. 
Дь. Предотевимь вуниу перваго ряда 5, (бохьшое) въ вид 

3,—0„ ГАВ з„ (малое)—еумиа положительныхь членовь, —0„— 
отрицвтельныхь. Соотвётетвующие члены второго рядь тоже со- 

охикимъ, въ хз» суммы (онВ 06% — положительны), такь что 
5—3, Ао," ›. По условно имфемъ: 3, <, и 9, «6; поэтому: 
Бры,<Ла,” и №1о„<Вло,’ во 105,’ и Ито,’ величины конеч- 

ныя, олфдовалельно и Низ, и Шпо,—тоже конечкы; если тазъ, 

то Шиб,—Шиа„Шипо, величина конечная, и рядь (7„)—схо- 

дящйся, 

Примфре. Мы знаемь что рядь (2%- аоряиайея. 

1 1 т 
В я Рая -.=1. 

Радъ (1) тоже оходищуйся, такъ какь члены перваго больше 

соотвётетвующихь членовъ второго 

+. +1 +.. + +... 

ДЬйствительно мы впослёдетыи увидиме, что ряжь 5, сложея- 

ный съ 2, есть величина конечная, играющал очень вожную роль 

въ математикЪ, она служать основашемъ Непиеровыхь логарие- 
мовъ и обыкновенно обозначается буквою-—# ея численноя вели- 

чины ееть-—-2,7182818284... 

Язмма 2. Дюгамеля (Рийаше]) Если рядь м-н, 

„и... сходитея бмстрте ряда Ву, „-.- 
но онь стодитася, воли второй рядь сеодится; если же первый рядь. 

‘расходится, тю непременно расходится и второй. 
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Дк. Коли рядь (и„) сходится быстрёе ряда-(,), то пы 
м%сто неравенства: 

ыы Ян 
"„ < 5 

Мала сои ПН хот. 1, 
мы Зи 2 
За ой 

Чиа СНая 

Ивзъ ниравенотна (1) позучаемь; 

и мини, аЫ 
т». ма интев ® 
Физ 

мина а 
. 

& также: 
Чын Нь 
Зы т 
сы |) 
Уна Фин *„ 

Зы < Ма < 
Ф, у, ®, на быка “Ям Я 

Мы имфемь право въ норзвенствь {2) вохавать а вибето 

На, Мы... Они примуть вилы 
ны ыы 

м. =. ея дл 
ы. 

Нанна м 
я, 

доз” а 
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Сложирь эти неравенства получим: 

м-в аа ола. [© 
Прибавивь въ обфямъ чаетямъ первые и членовъ ряда (и„}, 

эъ аЪвоЯ части получимъ вумму перваго ряда. Если второй рядъ— 

оходящийея, то въ правой части окажется конечизя величина; но- 

этому и первый рядь будеть оходящимся. Итань первая часть 

хемим-— доказана. Предотавимь керавенство (4) въ вид: 

она би ана ©) 
и прибавимь къ обфимъ застамь сумыу я членов» ряда (9„), тогка 

вЬ лВвой чаети мы получимъ сумму воего ряда ($„). Если ряжь 

(„> расхолануйся, то въ правой чвоти окажется безнонечивя 
величина, т, е. рядь („) будеть непремфнно расходяи ол. Вь 
этбмь заключалась вторая часть лемхы, 

Лемма 3 Абеля. Коли члены слодящелося ряда (и„) соотвнаи- 
ственно умножинь на числа: 1, вз, в3..8,..., 95 которыть каж- 
бое меньше опредтаеннаю числа к, то получинь ряды: ‘вам, 
ещ..... Вены, Н.... може слодяиийея. 

Дов. Умножаенъ неравенства: <}; <в в<#...... 
=„«Т....., соотвфтетвенно на: 1, и, №... ,...... и екла- 

дывземь вновь похученаыя перавемства: ри вы 

вм Фи... му, ...... подучаены ви феышь Рему 
Сми Зы ны... 1. ‘во правая 
чаеть веть конечное число, слЁдовательно; рядъ, стояпий въ лвой 

части-—сходанийся, что и требовалось доказать. 
$ 20. Достазточные яризнаки сходимости. Теорена Ивана Бер» 

нуллы, 
‚Убываюций знако переменный рядь воада`рлдь слодливвйся. 

Дано: Ви ми му. ву ине Ченнни 
Тр. дк. Рядь (и„)-—сходянийел. 

Де би (щи) щ—№)...... :8<ш.... № 
би - м)... 8щщ....... 

Велизина 5, заключенная между конечными предфлами, сама- 

конечна, и потому радь (и„)сходялийея. Рядъ можно ивписаль 
еще въ таком вил»: 

щим) -4)).....; би. (3) 
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'Изь составхешя неравенствь (1), (2) в (3) заключаемъ, что 
<умиз знавоперенфниего ряль заключается всегда между двуия 
послфховательныии рамами. Примр тавото паж: 

+ т 2" 

Сунма его рава —Т (выводъ Лейбница). 

Еоли знаки чередуются по черезь чдомъ, но все-таки пре- 
ЗИЗЬНО, ТО для доказательства однозначные члены свладываются. 

$ М. Теоремо сопряженныиеь рядов». (Коши). 

ОЭпред® хенте. Два ряда назяваются взаимно-сопряженными, 

если они обладанииь такимь взаимжымь свойством, что стодимость 

лы растодимость тервено обусловливаеть стодимость или расло- 

Энмоеть оторою и наоборот. 
Тоорена. Даа ряда (и„) и (аи) при а>1 суть ряды вопря- 

экенные. . 

дк. Радь (и„)-убывеюнщуй, поэтому и, какъь посзъхий члень 
этого ряда, меньше кождего предшествующего члеяа (м», %;...) 
стью быть 

щи, 
миа-Риы- лы аи 
аа -- ами 

тд чо членовъ. Или, что то же: 

ищо ы 
ом ини. щи 
[а аа 

Умкожимь об части равенства на ен и прибавимь еще р&- 

зенство: м==4; тогда по схожеши получимь: 

= 

[2 
абы. 

р 
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о ини Нина... -НыЯ 

ааа Нины На 

пища... быни-..--Р...) 
Обозначикь сумиу рялё (.„) черезь 5 и сумиу ряка (и 

черезъ—8,; неравенство (1) приметь вихь: 

Ве. ненннна = 

очно также склодывая. неравенства: 

ин... г-жи 
па. левы, 
мериии 

«ав. ленин» (8) 
Изь неравенства (2) слЗдуеть: 1) если радъь („) -сходазвйся, 

то и рядъ (а”и,н) еходящёНся; 2) сели радь (а”ма») — расходя- 
уся, то и ряжь („> раоходанийся. Изъ неравенетва (3) сдё- 
дуеть: 1) есхи рядь (аи) —скодящйся, то рядъ (и,) сходится; 

2) если (н„)—ряхь. расходян ся, то’ я (а”и„„У--тоже расховя- 

ся. Итакь, неравенства (2) и (3) ноказывають сопряженность. 
ряловъ (м„) и (аи). Рядь (и,) называется предиествующимь 

сопряженнымь (аи „)— посльдующимь, 

8 28. Поиложеще теорема Кошив, 

Теорема 1. Гармоническй рядь: НЕО 
есть рябь раслодяиийся. 

Дк. Сопряженный рала будеть о рядь раеходя- 

ея. 

1 1 1 
Теорема 2. Рялъ: 1+ ав. Рае. о, окодится при 

> и расходится пра #21. 
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3 а" 1 _ 

СИЕ Док. ати = 0" 

т. в, 8, воть геометрическая прогреосёй; она схохитоя, води убы- 
заеть, олёдонвтельно, для сходимости должно уховхотвораться 

услоне: ть откуль @>1 или а*—2>1; &—1>0; Е>1; она ра- 
Ч 

<ходится, если «а откуда: а*— 151; или #51; (при =1-— ряжь 

харковический). 

$ 18. Необходимые признаки стодимости Каталана (Сыйат). 
Въ сходящемся ряд Шпи,==0, еафдоватольно 

ты, — та” „0. 

о выЪето а" можно взять ивкое-угодно числе, поэтому ‘звы- 

илемь его черезь ® и получимъ 1-ыЙ признак: 

О... азиз лнаннаненья @) 
Залёмъ: Бори, ==Нниюи 0, 
Подставляя я выЪсто а", найдемъ 2-Й признакъ; 

о тиннО... еее ннннанье (2) 

‘так какь а и дни. 
Такимъ жо образомъ получимь 3-й примфрь: 

Шо 7) ван... (8) ит. д. 
Приниры: 1) Гармоническй ряхь. Прилагаемъь первый при- 

знакь Баталана: 

им, 1 т.-е. рядь расходящ!ся. 

1 1 
2) Рялъ: +75 + 8+ Шан - + ве #4: Прилагень 

второй признаку; ран. реби 1, т.е. рахь расхо- 
„в 

дящйся. 

$ 24. Обмовмй мризнакь сходымости 9’ Алвмбера (4 Шатет). 

Убиевющий знахопостоянный рядь сходится, воли предияь отно- 

зценуя послпдующино члена кф тредыдущету  жёшиие сдиници, в 
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„фастодится, есле ототь предьль больше единицы; тее. рядь вхо- 

и, ет 84 дитоя, если И, нь и раслодится, если ид ин 
“ „ 

ра НЫ — Дв. Для случая: Бу и, =й<1, 

1) Отношен бы приближается къ предёлу #, увеличиваяеь. 
„ 

Въ этонь случа: 

ыы 
= < 

Чиа 
ны 

из 
Чина < 

Иначе говоря; ыы А.Н, 

инь Винни и, 
на Зи «Аи, 

И тВмь боле: 

Сложивь посхёдыя неравенства, получииз: 

ии иыа Рида. ЗОННИСНИЧ-. м, 
Прибавимь къ обфаямъ частямъ первые в члоловы 

Воины... РОННИ... 
Замвтивь, что НЫЙ... ры нейдемъ: 

Е 
Вки-ы-ы-. Ни, 

Сумна равна величияй конечной и потому рядь сходящйея. 

3) Отношение “Ы приближается къ предёлу & уменьшеясь, 
„ , 

ря 
Мы всегдь, можешь выбрать достаточно большое м, чтобы ны 

“ 
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было меньше р, тдё #<«р<1; тогда текъ же какъ и в5 первомъ 

случаб, найдемь бен... м 

о 
Признакь этоть не годень, вели Ша 21—51, что ныфегь ый 

и, 
ето при тармоническомь рядё. 

Если па “НЫ, то ряхь-—воврастаюн!й, и потому расходя- 

шея. ы 
$ 15. Оеновной мризнакь Коши: Рядь (в„) сходится, если Ша 

1 3 
(<, и расходится, вели Ша (м). 

: 
Док: 1) ВИ в (а) подходить къ предфяу, увеличиввясь. 

Пишежв неравенства: 
а 

бе) 
й 

< 1 
Сина 

зав: =, < 
т <" 1 

ма 

Складываемь ихь: 

ма ЕЕ... 
Прибавляемь къ обфямъ частямь первые н-—-1 чаеновь и 

замзняень безкокечно-убывеющую прогрессе въ правой частя, 

вя величиной: т 
| 

Ящ-ы--ю...-. НР 

рядь 5-сходащЁся, 
1 

Если (м)* подходить къ предёлу, уменьшаясь, то, взявъ до- 
достаточно большое я, найхемь такую величину р, для которой 

1 
(«р и р тловлетворяеть усзовв «<. 
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Тогда, ЕЗЕЪ и въ предыдущемт олучав, найдемь: 

Веры 

Тервуныюь Коши не годень, если Ит ву. 

ии (я подходить въ предёлу, убывая; тогд: 

ых 
бот 
бы 

ихи: 

Сложщивь эти неравенства, нолучимъ: 

миа фида оне... 
Нрибавляемъ первые н—1 членонъ: 

Вии... Ни...) 
Вь правой части сумма возрастающей геометрической крогрес- 

см равна бозконечноети и потому ряхь — рысхоляя вся: Если 
1 

@,х подходить къ предёлу, возрастая, то мы можемь взять ко- 
й 

отаточно большое и, чтобы шп (им р, кВ Е>о>Ь и тогда 
докаженъ, что: 

Виета Нин...) 
з:е. что радь—расходянийся. 

Чуветвительнье предыдущихь оказывается схфяующуй прязнакъ. 

$ 16. Признак» Дюамеля (иначе Разбе и Гаусса). 

Ряхь (и„}—сходяпуйся, воли М=Шл (ео и — ры 
о 

ходянийся, воли М<1. 
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Як: Можно ивйти твжов чиохо К, что рядь (м,) будеть ёхо- 

диться быетрфе ряды (1) тогда: 

мы Е 
тр 

и. К ил <=. 
” и ЗОН 

и, в-- Г 
тез >С ны 

"Предетазиых = въ вирь ит и, разлатья въ радь во би- 

ному Ньютона, найхемъ: 

к Е, КЕ 

ие, 1.2 
Переносные 1 въ яВвую часть и умношаеыь 0бё части на # 

9 ‚ О 

ое +... 
Въ хредёя® постёкнео неравенетво примоть вилъ: 

ты 
но вели #>1, то рядь (=) кода и тВыь болёе скодя- 

нийся (в„}, сафховательно, усховме 

(пы 
достаточно для сходимости ряда. 

Выберемъ теперь # такъ, чтобы рядъ ( :) сходился жет 

ряда (и„). Въ этом случа 

Е: То 
ри тен 

. < (1) 
"„ = 

Разлагая въ рядь (+) по бивому Ньютона, получаемт: 

м, #1 
ны 1 ИН. 
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Переносямъ 1 въ яёвую часть и умножавмъ 065 части ха ра- 

зенства на 
д ЖЬ-1) , 1—2) 

(= ды в + рая +. 
Въ предяБ послфднее неравенство приметь вихь: 

Ни р #<&. 

ели #<1, то рать ( (раны и тёмь болфе расхо- 

рдяш ся рядь (и,); потому, ебли} Бла (идя, рядь (и„) 

— расходялийся, 
Для гармоническаго ряда этоть признакъ ие годенъ; онь даеть: 

Ни Ш м1. 
Че 

$ 17. Ооставаеще призмаковь сходимости три помощи сопря- 
эженныть рядовъ. 

Нрофессоръ Н. В. Бутаевь въ своей магистерской дисоертаи: 

„Сходимость безконечныхь рядовъ по ихь внфинему виду“ (Москва 
1862 г.) показаль, что нёть надобвости отыскивать новые при- 

знаки сходимости рялозъ, потому что, пользуясь оснодной идеей 

вопряженныхь рядов, мы ножемь выводить безчисленное множе- 
ство призяаковь и притомь съ очень большой степенью чув- 
отвительноети. 

ДБйствителько, сопряжекныхь рядовъ можно составлять сколько 

угодно. Рялъ послдующЙ ряда (&“ии) веть: 
. = 

(= ‘а “) затёмь: | ачаз“ае и, |, ит. д. Чтобы получить пред- 
к “ 

а 
в 

шествующий радъ ряду (а"м,»), надо общий членъ раздфлить нё а, 

х для опредвлешя мфетв взять Г, оть числа в“; слВдовательно, 

'радь, предшедетвуюний ряду м, есть: 

ол, Иры, Рав, 
г. Ея зря ° 

Прилагая извбетные признаки сходимости къ ряхёмъ сопря- 

жекнымъ, позучимь новые признакя, горзздо болфе чувствитель- 
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ные. Напр., примфнзнымь признакъ сходимости д'Ажамберь къ ео- 

пряжениому ряду, найдемъ: 
Пра Ни олт  Иаи, 

“, ана" “, 
тдВ №0"; отеюда признакъ сходимости: 

т ба 
Ши ги <. ееженннии 

Изъ этого признака составляемъ сяёдующий: 
ЯИи-аа "Тиры 

панк 

пли: Пий аа ОН 
у в ал мии, 

ая; “Вива 
—Нш-———* 

ый 
т. в. признак сходимости есть: 

па 
2) 

Такимь же путемь ножемь оучкть Сколько угодно приввё- 
хозъ сходимоети: 

Частный случай. Если въ призизкахь (1) и (2) положныь 4-=2, 
хо опи получать виль: 

ме ри Бе 1 
=, *„ 

Эти признаки по чувствительности соотрётотвують признаеемъ: 

В мы эезкекониае щ(.* туз Дюгамеля) 

“ ы т > нии (Моргава). 
С 

Можно также получать признаки сходимости при помощи ©0- 
праженныхь ряховъ изъ признака Коши. 

(8 <1 
1 : 

По оду (ами); 
Полагаемъ: 

я*— п, ВЕ 



— 98 — 

ТОЕКВ: 
, й 

шв (в, Ща бин 
и новый признак ехожимостия ость 

Буш (вы, < 1. 

ТЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 

Способъ неопредёленныхь коэффищентовь или способъ 
Денарта. 

$ 18. Опредвменя. Выражеще, содержощее члены съ ноизвёстными 
нозффищентьми, означеняыми буквами, сяособными ‘прехетавлять 

веяюя числа, называется выраженемь съ неопредзленными коэф- 

фищентами. 

Прим ръ: у-а-Ни На, 
Слособъ неопредфхенныхь коэффишевтовь состоить въ премакь 

эпредьдены ‘воличины неопреджлеввыхь коэффищентовь, вхохя- 

нихь въ выроженя, по различнымь условию, которым должны 
уковлетворять эти выражен. 

.. Самое обыкновенное услове состоить въ томъ, что требуегся, 
чтобы выражеше для данныхь значен перемЪиныхь получало 

опредфленную величину. 
ПркыбБрь. Положимь, что въ вышеприведеннокь принфрё 

‚нужно вайти величины а, 6, с, если при х==0, 1, $ велизива у 
<оотвфтетвеяно равна: 7, 2, Б. Ветавхлая эти значешя 2 и у, по- 

Жучавыь 3 уравнешщя съ 3-мя неизиБетными: а,5,с, изъ которыхъ 

опредбляемь эти значеня. 
Очевидно, что число даивыхь значеши перемфиныхь должне 

равняться чйслу коэффищентовъ. 
Такь дия опредёхеня коэффищентовь выражен? я; 

атас ая ету 
необхохимо имёть но 6 значенй ддя я, у, г. 

$ 19. Оснозныя знеоремы. 
Теорема 1. Если 984 целыть полинома одною и тою же яе- 

‚ремъннто равны при воьхь значенять паремъинею, счетая м учи, 

зто комбфищенты этихь полиномовь равны. 
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Дк. Положимъ что; 

А-В ОА раз... а Ва--ба-ий.... 9) 
Равенотво (1) имфеть мото при всякомь 2; полегая х==0, 

найдем: о ОА [ея 
Всетавимь равенство (2) въ равенство (1): В 

Ве б-р... Ве бый-0аз-... 
Такъ какъ х не сеть нуль, можеть вмфть какое угодно зив- 

зеню, то #6 < можно сократить ностёяное равенство 

ВО Вай--.. В. ба Вр... 
Опять двемъ значене 2—0, находимъ: 

в=вВ,. 
Такнмь ще обравомь ныйдомь, что 0-=0, рый, шт. д. 

Теорсиа 2. Еемё мноючлень, пасполосженный по степенямь 

перемюннеяо, тожедественио, т. е. для всъть значенй перамннто, 
фавень нулю, то и всь коэбфищенты еб равны нумю. 

Дкл мы моженъ каписать: 

А--Вз-|- 012-04... -=0--024-04--0а#-|-. .. 
Откуда на основавш предыдущей теоремы, найдомъ: 

` 4—0; В=0; б=б ит 

8 29. Приледеене способа м 

а 2. Захачь 1. Найти частное ЕЯ —А-+В-НО+.. 

Рьшен!е: 

ели От. ‚= 
Ат Ат | ={4 +. - 

+8 1 +В 
+6 

Откуда: 4—0; Аи-- ВВ; 4 Бт--0=0 ит. 1. 
Отсюда опредшяемь значешя коэффищентовь: 4, В, С... 

Задач, 2. Извлечь норень 1-х. 
Раш евр Положимь: УГ+к-=А- Ве ОэЬ Ле -....., 

(над =(аН- Ве-- била... = 
эВ | 2|-8* | 2-вАр |9 

4240| +280.| ивх 
Отула: 42-1; 248=-1; В*4-240==0; 40-8 0=0 ит. л. 
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Изъ этихь уравневй находимь коэффищекты. 
. 2-1 : 

Задача 3. Прадставить выражен! 232 8 видЕ 

В 2ОВЕЕ- 

в 
Рен: ерыы НЕ 

иди оорызАе 5) Ва В)еБА-2В 
АВ БА Вы 

5 9 д.8. 9. 1 7 
Сповобь меопрадёленныхь коэффищевтонь распространяется и 

на полкномы съ ибсколькими переыфниыни. 

Тавь, воли: 

.4--Вг- С-В РА, В2--Су-- Вий Ви -... 
то А—4,; В-=В,; 0-0, ит. в 

Частное: ры представляем въ вид: 

А-- Вар Су-- Пай Вау... 
Двлве поступаенъ по принфру дВлевя полиномовъ съ однимъ 

неизвфетнымь, пользуясь, гдё нужно приравииващемь коэффи- 
ментовь по указанному способу, 

ГЛАВА ПЯТАЯ. 

Элементарная теомя мнимыхь величинъ. 

8 21. Предварительныя понятия. 

ЛМнимой велйчиной называется корень четной степени изь отри- 

чательною количества; это— общее ‘опредхено мнимыхь вохичинъ; 

белве частное таково: мнамой зеличиной называется кведрелкый 

норень изъ отрипательнаго количества. Какъ мы увидимь, вехо- 
ждене корня высшей четной степеня изъ отрипательньго кохи- 

чества сводится къ унфи извлевать квадреткый корень. 

Корень же квадратяый нзъ  отрицелельнаго количества ©в0- 

хится вв У; авар: У—5—\5.—1-=У5У— 1; здвсь У 8 води- 
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чина дВйотвительивя;, а /У—1--мнимая. Итакъ воякая мивизи ве- 

хичина сводится въ УТ. Обывиовенио УТ обозначають че- 
резъ $ (паадтаайге). Въ общемь вид мнимой величиной ‘называ- 
эть выражене, содержащее кромБ мнимой величины и д®йстви- 

‘тельную, такь что общий видь мнимаго количестиа воть: @-|-56. 

Вь этомь схучаВ ее называють также номплехеной величиной; 
а воть дёйствительная часть комплевенвго количества, 8+ мии- 

изя, $ нвзываотся коэффищентомь минной части. Двф комилеке- 

выя ‘воличины, разиялёяея тохько знакомь при $ называются со- 
яряженными комплексными ведичинами. 
8 22. Степени $. Съ ининымя воличинамя можнно произвожить, 

всВ дьйстья; при изучени этихъ дёйотвй ламъ придется ижфть 
дВхо 0 степенями $ потому мы начнемъ съ изучешя ихъ. Будем 

возвохить у въ различных степени: 

=0/ ТА 1—=—У—1=— 

ну еС-Ь 

Такимъ образомъ мы видимъ, что степени # позторяютея пе- 
у1юхически через 4, т. в., воякая степень $ ронна $ въ степени 
равной остатку оть дВлешя первоначальной стецени нё 4. Если 

№—4,-|,, чо и. 

$ 23. Дьйетая надь комплексными величинами. 

1) Сложенте. Скявдываемь дв компхеконыхь величины: 
а ис: 

ав -ена-е-еоФНЕРЧЯ 
т-® оть схокешя двухь комозеконыхь величикь получается ве- 

ичина комнлексяаа, 



Застный случай. Сумыа двухь сопряженныхь номилека“ 

ныхь величииь есть водичина дЪЙотвитольная, потому-что каеф- 
фещенть инимой части суммы рызень нухю 

(=-5)--@—Н) 52а. 

2) Вычитан:о (#6) =@—9-6-ФЕ-РЕ фт в. 
разность хвухь компленсныхь величинь——вехичина компдексиая, 

_ Теорема. Еоки двЗ коиплеконых величины равиы, то разны 
межку собой ихь дЬЙотвитольныя части и коеффищенты при мни- 
мыть, 
Дано: аа Ва. 
Тр. к. а—0; 6—8, 
Док. а. 
Переносимь дВйотвитольныя части налёво, а мнимыя направо: 

а—а=@—5). 

Возвытаенъ об чаети равонотва въ квадратъ: 

абв 
или: {@—в, = —<—5 

то ина. 
Сунив двухь положитезьныхь количествь только тогда равна 

нулю, когда каждое изъ сиагаемыхь равно нулю; отеюда сяфкуеть: 

4=а; =, 
что в требовалось доказать. 

Сябдсетвуе. Если комижексная величина равна нулю, 10 и 

коэффищенты ся равны нулю. 

док. 1-Й способъ: аы=оа 
@=0, 5=0 

2-й способа: Я 

3) Унножен: е: 

(е-взб-ны)-ше-радеБо--вР(ае-—69 одну В-- 
т. г. произведеще комплексныль величинь есть велит, шемнлеменая: . 
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Частный случай. Оть умяожещя ивухь сопряженныхь 
величинь получается величина дЁЙствительная; (коэффищенть при 

мнимой чёети равенъ нулю). 
(@--ыа-ыфя-ралои. 

4) Возвышене в цтълую степень состоить изъ рвкв унноженЯ 
и потому степень есть везичина комплексная. 

5) Извлечене кория. Дальше мы покажемъ оби способъ извзе- 
ченя корня, & забсь разсмотримъ извлечене кория только для 

простёйшихь показателей. 

Найдемь уа-Еы- Похожимъ, что результать выразился въ ком- 

плексной форьЪ: т-Нуй тогда: 

уа--б-а-и. 
Возвышаемь 06% части уразневя въ квадрать: 

о-в, 
По доказанной теорем коэффищенты равны т. е. 

а— Уи. 

Нодотьвивъь знамен у изъ второго уравненя въ первое, наЙдемт: 

=; аи 
ЕЫ 42° 

вии 4—4 0, 
Позвидемь: 2—2 

42 —4аг-——0. 

. __ ау 
Откуда: к 

ау 
т, е. #— и 

Но второе значене отрицательно и потому квадратомь дЬй- 
ствительнаго числа 2 быть не можеть. 
Изь перваго получаемъ: 

+ \“ + ея, Рив Менее. 

ЗатВыъ; 

+, „__утенете. 
Ветавяяя отв значевыя въ. выражене: 24-уу, получимь два от 

эВть, разняиуеся. толко ‘зиввдытъ. 

3 
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Вообще. извлочешю корня сводится къ рЬшен о уравненя. Так: 

Уа-Ныи. 
има 
"—а=й 

(та 
и — Заира 0. 

'Изь этого параграфа звелючасмъ, что результалть загебраичес- 
кикь дЪйсты В падь комплексными величинами есть величина 
конихекоявя. 

$ 34. Предетаварые мниныхь пеличинь в трипонометрической 

форм». 
Положимъ: .. © 

и .. ® 
Вь тавомъ случа: 

а Ибо)... еее. (3) 
Возвышая равенетва (1) и (2) въ квадрать и складывая ихъ, 

нолучимь: ` 2-5 бовф Е Знф)==г?, 

откуда: уаз, 

Величина г называется модулемь комплекояаго количества и 
берется всегда еъ положительнымь знаком». Изъ равеметья. (1): 

Совр—- & 
. о8ф == Уна" 

Изь рапенотва (2): 
бо 
Наф== „— уатя . 

Изъ посавднихь двухь равекетвь: 

вы? или ф= ак". 

Уголь ф -иззывается. амялинудой. 

$ 25. Дьйстяя надь мнымыми величинами въ `тулпонометричес- 
кой формь. 

Сложеше. #— (оз ш9) 

зи (о, 88) 
изночьибов 9, Сов, Би. Ви,)-= 
== озу 8) (В—модужь (и-+)) 
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Находамь модуль В - 

В3—(+Оозф 74 бов ((Зиф--и, и, 5708? -- Сова 
ая, Созфбозаи ин-та, 2, Эпф.Зтф,== 

ани рич- ии Соф--Фи) 
ду еен ит боф—,) 

Такъ какъь С08(ф—ф,) заключается между | Ти — 1, 10: 

утери > ИЕ бит, 
или "и>Е>— 
т. в., модуль суммы заключается между суммой и разностью мо- 
дулей. 

2} Вычитан1е и—(Созф-ЫЗнюф) 

9=#(бовф, Зи!) 

Яо бова —и, 09; ЕИиЗнир 9.) 
(бор. бо Нотр иЗшо,#— 

я З-и8- 27. С0%(4—91) 
Ву, бор ` 

Очевидяо, что п модуль разновти заключается между суммой и 
разностью модулей. 

Итакь, модуль алгебраической стимы и разности закяючается 
между суммой и разноетью мохулей. 

3) Умноженте. 
и —7(Созф--шф) 
9—7 (бозф, НМ аф,) 

и.о, (Созф-Созф, Зо „Созф-Н2иф, Созф | ЯЗшф.Зтф) == 
=#7{(Созф. С0зф, —Зтф.Зшф, )--(Зф .Оозф, --Зшф,С05ф)]-= 

==” [(Соз(ф--Ф-Н За (фр, ]-5 (озу чу), 
Вт 
4—Ф-Ф, 

т. в, модуль произведен равенъ произведению модулей, а зыпли- 

тудь произведешя равка суммБ дыпхитухь: 
4) Ав ленте. ч—(бозф-НВтф, ) 

т НФ, ) 
г(Созф #1) : 

бон, ОВ 9), 
=(Созф-|-ЭнируьВ(бову-- Зи). 7 (Созф НА, = 

== Вы, (Сов(чи --+)-Ннкаи ++) 
7— Виз феч-Но; 
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откуда: 

Ы 
=, = ф-—Ф, 

т. е. модуль частнаго равенъ частному модулей, & амплитудь ча- 
стнаго равна равиости амплитудь. 

5) Врзвышен!е въ степень. 

чл (Созф-Зньру 5" (Созф--Зикфи(Созф-- ину. ...— 
—#"(бозиф-Зтиф)=В(Созу- Ш), 

т. е. модуль сотопени равенъ стецени модулей; амплитуда стезени 
равна произвекеню амилитухы на показатель стелени. 

6) Извлечен1е корня. 

Уи ояф-- Эш) == (озу у). 
Взводинъ въ стенень м: 

7(Созф-- Эр) == В"(Созиц-- Зла), 
Откуда: 

В" $. т 

Слбдовательно: 

уу (бой 
з 

Модуль хория ранень корню изъ модуля, амплитуха корня равна 
частному оть дЗленя ампхитулы на показатель. 

Правиха возвышеня въ стопень и извлечене корня раепро- 

страняется и на дробные показатели, (Доказывается роаожееиь 
на оба дЬйотня съ дёлыми покаватежаыи). 
$ 26. Сльдстввя. 1. Квадратный корень иметь хвь знака, Въ 

вемомъ дВлЬ 

УАбовеЕИЕУНИХ бок 5 + 8 3) 

но Созф-Со5ф--21) и Зшф=бикф--2т). 

Сафдовательно: 

У*бозф --1Злчру-У"(боче- ап) (ф-- 2) 
ито (9+* +3 о-в ывь 

2, ЕубичесЙ корень имфеть три зивченя. 

1. щ—7(бовф-Е#8Вур) сы +3?) 



— 31 — 
О 

п. = (бово-2ю)-Зще-Е8н)) = 

ое ие 

'’(бозф--4т) 8 кФ-Е4т = 

Новые 4", 

Если возьмемь уголь: ф-Ебл, то позучимь: 

(сое ев и, 

Точно также: = Ну 

Амплетухы и; и м; продотааляють изъ себя суммы и потому 
мы можемъ равложить м; и м; на произведещя: 

_ 2 . 
(о =») (се. Нат, 

т =—( Сота 

Ш. =; 

чу (се +5) (сотник =, „а. 

Поснотримъ, что за вохичины и и 0? равное В. Возводимь а 5 
хубъ: 

обоз" т 

Точно также: 

оо а 
т. а. 9-УТ и 9-й. 

Итькъ, кубичесвй корень имфеть три значешя равных арнеме- 

тическому значению, умноженному нё три зназеня, хорня изъ 

одинины. 

Корень кубичесый изъ единицы находится м алгобраическахь 

путемь, & именно: 

а-—1; 08—10; (а— 1) (аа 10, 
Откуда: в = 

= 
з 

а 



Все сказанное о. инимыхь (комплексныхь) величинахь относится. 

и къ дЬйствительнымь, таке какф онф суть чаотный случай нни- 

мыхв; 
а—@(Со52 п-т). 

Вели а-—-отричательно, 10: 

(—а)-=а(бовп-- ии). 
Подставляя въ выражон1е инимой величины выбето ф фм, 

Ф4, Ф-бт,....Ф-Ыя— т, убжлаемося, что корень отепени ® 
янфеоть ® значен. 
8 27. Геометрическое иредотавлеше комплесныхь величинь (черт. 2). 
'Мвимая величина а-- изображается точною М съ эбециесой в 

и орхинатой 5; извБстно, что: 

‚ия 
сябдовательно, модуль есть разетоян!е точки отъ начаха при Де- 

хартовыхь координатахь и рамусъ ‘векторъ при полярныхъ. 

"Такъ какъ 9—2, то $-=А МОР т. в., анилитуяа соть уголь 

оси 2 съ лишей, соединяющей точку съ началомъ, а въ поляр- 
ныхь координатахь— виплитуда. 

ОТДАТЬ ВТОРОЙ. 

Дифференшлальное исчислене. 

ВВЕДЕНТЕ 

Диффоренщельное исчиехея!е отЕрыто двумя знаменитыми мате- 

матнЕзми, жившинки въ конц ХУИП вфка и начал ХУШ, Леб- 

ницемь (1646—1715) и Ньютонему (1642—1727), Вь 1684 колу 
появилась въ журнаяб: „Асов огабКонии“ — мебольшая статья 
Лейбница (воего 6 страниць), въ которой излагаляеь матохы, на- 
званные диффореншальнымь исчиоленемъ. 

Статья эта при появхени осталась иозамёченной; лишь черезь 
10 яЁть на нео было обращено внмане Гюйгенеомъ, 
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Но прошло еще столько же времени прежде, чфиъ. быль вы- 

ябнона& воя важность вновь открытаго метода; эть посхёдиня з8- 

слуга принадлежить ученику Лейбница, Изану Бернулли. 

Первый курсъ хифференщальнаго исчяеленя появился въ 1696г. 
(олпаузе дез шйпииетйз реб из“, раг РНозриы). 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 

ТЕОРМЯ ДИФФЕРЕНШАЛЬНАГО ИСЧНСЛЕНИЯ. 

ГЛАВА НЕРВАЯ. 

Предварительныя свёдЪн. 

$ 1. Возрастане и убываме функий. 

Фунвщя дли даннаго значеня перемфинаго можеть быть 803- 
‚растающей и убывающей. Возрастающей называется функиёя, во- 

торая увеличивается св’ увеличенемь перемънною, или, кругими &10- 

ваыи, функшя, которая при положительномъ приращени перемфи- 
ваго получаеть положительное прирамеше, при отрипательномъ- 

отрицательное. 

` Убывающая функшя уменмшавтся с5 увеличещемь перемъинаю, 

т. е. нолучаетъ отрицательное прирамене при положительному 

прирыщени перенфннаго и положительное при отрицательномъ. 

Изъ опредёленя слфдуеть, что, если мы обозначимь черезъ е 

величину, которая можеть быть сяфлеяв менфе всякой данной, 

то, въ олучаВ, если /(2) возрастаеть при га, 

Ка >Ка) 
Да-—®) < Ко) 

или: Ка) _Ка)>0 
Ка-- =) Кв) <о. 

Если фуввийя убываеть при 2-24, то: 

Ка) <Ка) 
Ка—®)>Ка) 

или: Ка) —Ка)<9 
Де—9-К9>о 
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Примфры 1) Функшя: 
\ 1 Ко: 

зря 2—2 убываеть, потому о: й 

О-о 

2} Функция: Пе) 
. к 

воврастаеть для зизчен 2 оть © до 5и отБ 

веры <” 

3" 
5 до 21, ля зна- 

; = 8 
чен оть 5 до < опа убываеть. 

Геометрическое значеше возрастащя и убывещя функии, 
Равенство: —=И2) 

представляеть уревнеке нзКоторой кривой на нлоскости, Если 

функия возраетаеть, то, по опредёленню, у увеличивается оъ уве- 

личенен 2; кривая подымается съ удалещемь оть начала (черт. 
1). Если функщя убываеть, кривая опускается (черт. 2). 
8 2. Прерывность и непрерывность функшй. 
Дая двинаго зночешя перенфннаго функшя можеть быть неире- 

рывною и прерывною. 
Непрерывныя фуккши обладають свойствомъ изыфняться непре- 

рывно при ненрорывномь измфнени олавнаго перем#ннаго; пре- 

рывныя ше мотуть измзняться только прерывно, скачками, но 
переходя черезь промежуточныя значеня. | у 

Функив К) нопрерывнь для значеня 2—0, если: ^ 
оДа--)-=НтИа—е) изи: 
ви [Да-- 8) —Да—®)]-=0. 

Функыйя прерывна, если: 

Лиза ®)-ЫшиКа—=) или: 

швов) — Ка-- уно. 
Примфры. 1} Функшя 

1 
К. 

прерывается при 2—0. ДЬйствительно: 

ВИО. оо 

| 



—_ а 

: 1 ‚ 
2). Функщя у-—=7--агов——- прерывается при 2-5; въ самомъ 

АВ: 

1 
Кова 

И =Тие— : 

Перейдя къ предзлу, будемъ ныфть; 

Ибн 

ыв5-—в) 75 

Предёлы неравны. 

Тефметрическое значеще трерывности и непрерывности фуниши, 

Непрерывная функ я язображаеть кривую, состоящую изъ одной 

вфтви, напримёръ: окружность элипсись, нараболу, финусойду и 

т. д. Прерывная фучкщя представяяеть кривую, состоящую изъ 
нЪоколькихь отдЪльныхь вётвой, каковы кривыя, представленныя 

н& черт. Зи 4. 

Первая изъ нихь воть гибербола съ уравновемъ: 

9=/@—3@—9. 
Очевихно, что для значе х межку 3 и 4 орхината имфеть 

инимын значеня, т. е. фуякщфя прерывветея. 

$. 3. Повяие о безконечно-малыхь м  безконечно-большить веди- 

чынать. 

Если Ушо-=0, то о наз, безк. мал. вел., слёдовательно безконечно 
малою вохизиною называется величина, инюющал предьлонь нуль. 

Безконечно-болыною незывается величина, имющая предъломь без- 
хонечновть. Безконечно-малыя, а также и безконечно-большия ве- 

зячины дёлятся по отношеню другь къ другу на порядки, Кадая- 
Еибудь безконезно-малая величивь принимается за основную и 

читается перваго порядка. 

«—безк. мыл. 1-то порядка 
@—,. о 210 › 
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„Порядкомь безнонечно-малой одночленной величины называется сумма 
показоивелей при базконечно-малой первозо порядка; порябкомь мною- 

членной везичины называется нанменыйая сумма показателей вь 
каком-нибудь член. 

Порадокъ безконечно-большой величины опредфляется такимъ 

же образомь съ тою только разнидей, что порядком миогочие- 

ленной безконечио-большой величины называется найбольшая суима, 
показателей члена. 
ели а--величияа безконечно-малая, & © безконочно-бельшая, 

то: 

Равенство это показываеть, что безжонечно-больщая величина мо- 
веть считаться безконечно-малою отрицательнаю порядка и на- 

обороть, 

$ 4 Предвль отношешя безконецно-малыть величинь. 

Продфломъ отнощенйя безконечшо-малыхь называется одна изъ 

безконечнаго множества значен выраженя обращеющагоен въ и 

которое отличается оть хругихь величин ть, что въ нему при- 
ближаютея смежныя величины но нфрё нриблиненя безконечио- 
малыхь къ нулю. 

Положямъ, напримвръ, что: 
__ бана 

У ава 
Холи в-_безконечио-малая величина, то чнелитель и знамена- 

тель имфють предфломъ нуль. 

Но предфгь отнощен!я внояв® опрезжленъ, 
Чтобы найти его, дфлимъ на а чиелитехь й зноменатель: 

5 
За. 

Нредстввивь у въ этомъ вихё, найлемъ: 

Шшу= р 

Если предьль оиношеня безконечно-мамилть везичинь — конечень, 

эю порядки объить ведичинь равны. Въ саможь дЬлЬ, пусть: 
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. Перейдя оть прадвяь обратно къ прибаижающиися величинамъ, 

получимь: 

аа 

тдЪ в —бозконечно-малая. Отсюда. 
9—8 =В. 

оли въ лВвой части базконечно-малая м-аго порядка, то 

и вь правой части безконечно-малая того же порязка. Но поря- 

донь прывой части изы®ряется зленомъ АВ, такъ какъ его’ по- 

рядокъ ниже поряхка второго члена (см. пред. 8) или поряджомъ 

8. Итакъ, шорядокъ а дояжень быть ревень порядву в. 
Такимь же образомь докажемъ, что если: 

те 
ро, 

19. порялокь а больше, чВы® порядокь В и есаи 
‚а 
Ш, 00, 

то порядокъ В больше. порядка ©. 

$ 5. Поняце о производной и дифференщаль. 
Условимея обозявчать произвольно-малыя приращеня хиу 

черезъ Ах н Ду; буква А въ этомъ случаф не изображаеть ко- 

зичество, & служить только ифкоторымь симзоломъ. 
Позожщимъ, что мы имфемь функцию: 

9х) 
Бели мы дадим х приращешя Дх, то у получаеть тоже нф- 

которое прирашщене Ду; написаниое уравнен!е приметь видь: 

у--лу-ЕеНАЮ 
ЗВызтемь изъ послфдияго урёвненя предыдущее: 

ду Да-а) Ка) 
я раздблимь чё Дл: 

ду Па Ая)— 2) 
Ах Ах 

Наконець, переходимь къ прехёлу: 

Первья часть получениаго равеяства называется отношечемь 

дифферениалов. 
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Схбковательно, фибференналани назывоютея такуя величины, 
отзощене которыть равно предьзу отношешя приращеня фунящи 
*ъ прирещенио перемъиноло, т, в. предълу отношения безконечно- 

мемить велучинь. 

Изь этого опредвхеня слёдусть, чию величина дуфбферениаловь 

эроизвольна, но, обыкновенно, ихв очитають достигьющики прё- 
дфль яамфненшя т. е. безконечно-малыии. 

Отношее хяфференшаховь обознвчають черезъ Е оно же нё- 

зызаатея иервой производной. 

Итакь, первой яронзеодной называется отношене дифуреренщала 
фунюши жь дифференшалу перемьнием. Первая производная обо- 
значаетея черезь /(4) или у! Иногда 66 навывають таже хиф- 

ференщальныхь коэффицюнтомъ. 
Пользуясь ввохенными обозтаченяни, можемъ написать первую 

формулу хифференщальнаго исчислевя въ вндё: 

О КЕ ЗА 
Изъ этой формулы ‘колучвемъ: ` 

ду) 
т. е. днфферениаль функии равень первой производной, умноженной 
на дифферениюмь независимо перемонноло’ 

$6. Условя существованя дифферетиамит ц пройзводной. 1) Дха 
нахозденя диффореншала илй производной нужио. чтобы при ма- 

ломъ приращени, перемфинаго функц получаза т0же малое при- 

ранцене т. е. функыя должна быть непрерывной, ОВховательно, 
только тая функщи могуть служить предметомъ изучея Анёзиза, 
Что же касается функц прерызныхь, то он изучаются Арит- 
мозомей. НеимВые производной предетавляеть существенное раз- 
личе прерывной фувюши оть непрерывной и можеть быть положено 

въ основание опрежфлетя прерывной фунивя. 2) Необходимо, что- 
бы можно было перейти къ предёлу, т. е. функщя должна имфть 
предфль. Тая фуккщя называютен аболитическими въ отли: 

оть неамалитическить не имфющихь. предёла, и нроззводной. 

*) Дифф. истиси, проф. Бутева, 
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ТЛАВА ВТОРАЯ. 

Дифференцироване фуннцм одного независимаго пере- 
мыннаго. 

$ 7. Дифферениаль поотояинин. 
Положимъ, что: у=а 
Моженъ написать: за.2° 
оли дедимъ х приращеше Дтуу получить н®которое прирё- 

менше Ду: у ду=а(2-- Ая) 
Заыфтивь, что (х-+|-Азх)® есть единика, получимь по вычитаны 

изъ этого ревенетва пачальнаго (у--а); 

Ду—0 

ДЬлим» это равенство на Ах и дереходимь къ преллу: 

и —=0, 
== 4х ах 

Итакъ п производная постояниею равна нулю, Равенотво нузя, 

производной лаеть также: 

Чуева. лань 
т, в, дибферениаль поетваннию также равень нулю, 

$ 8. Дибференцироване независимело перемьннео. Найдем диф - 
фервящаль и производную независимаго пережфинаго 2, т. е. 
функц: ==. 

Давъ х приранене Дл, нывемь: 

у буя Ах. 
Вычитаемь изъ второго равенствь нервое—: 

Дух, 
ДАлимъ обЪ части на Ал и беремь ихъ предёлы: 

Полученное равенство показываеть, что яроизводная незавиен- 

‚наз керемтинаво г равна вдышатиь, Изъ того же равенства сяфлуеть: 

Яу-—4х, 
что, конечно, и сафдовахо ожидать, 

$ 9. Дифферениаль суммы функий. 
Пусть; у=и+, 
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тдВ и и г—мФкоторыя функви х, Исли х получить прирашен!е 

Ах, эти фуикщи получать соотвётотвенныя приращен!я Ди и Де; 
сунна у получить тоже приращене Ду, твкъ; 

что: лин Аы)-Но--А 5 
АД®лаемь позленное вычятане равенствъ и дВлимъ разность на Ат: 

ду Аи, 

Вь предвлЪ —инфемт: 

да о.. :.8) 
т; е. производная суммы равна суммь производныхь слааенить, 

бзибферениаль смумы равенз сумнь дифферениаловь слезаемылтл. 
Доказательство остаетея въ евлФ и дя произвольнаго числа 

слегаеныхь. 
$ 10. Дибферениаль произведемя фунхщи на постоянное. 
Путь дифференцируемая функшя ныфеть видь: 

у—=аи, 
вричемъ в есть фуяещи 2, множитель а— постоянное. Когда 2 по- 

лучаеть прирещене, х тоже получаеть прирщеше Ди; постоян- 
н0в--а—ие получветь приращевя; у получаеть прирвщен!е Ау, 
так что: у-+-Ау-=а(и-- Ануви- аб, 

Вычитвемь данное равенство: 
Ду—вди; 

дЁлеше ва Дл и переходь къ предфяу приводять `нъ о результету: 

м Ам 
Шило ешо. 

или 

4 ви 
2 

Чена... лье {4 
Мы видимъ, что постоянное можно выносать (и обратно вио- 

сить) за знёкъ дифференщьла, 
$ 11. Дибференщаль произведенуя функй. 
Фазсмотримъ сначала случай двужь множителей: 

+4, 
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Давая и и >. прирыщеня. нолучимъ; 

2 Аа-=(и- Аи) (о бе)иь--идо-- Аи добу, 
Вычитавнъ данное равенство: 

Ди—ибо--оби-- Ау. и, 
дЬлимь на дя: 

д Аи 

и переходимъ мь предвлу; предв де равень 0, такь какъ 

НупАнс=0, & Не пожизна кокечивзя, 

Получимь олбдовательно; 
г, @и 

да (но-ыифо-иви; ...... 
словами результать выразится такъ: днфферениаль произведеня 

. двужь функизй равень суммь произведеня первой на днфуберенигаль 
второй и произведенн второй на диффевенщаль первой. 

Обратимея теперь въ случаю произвольнаго чиель множителей. 
Для простоты разсужненя разомотринъ произведеве трехь мно- 

жителей, хотя доказательство справехливо и для всякаго чвела я. 

Пусть дань функийя: 

ян... 

Совдинивь чи въ одивь множитель, продиффоренцируемъ 

данную фунюшю, какъ состоящую изъ двухь множителей; ̀  

@ио == Чаи). 

Во второй члешь входить дифференщаль ипроизведешя, который 
можемть разложить: 

вино Кид -|-пди) оду риф, 

Итакь, Онфферетиаль произведен равень сунмь дифференалово, 
соотетиственио умнооюенныхь на вст остальные множители, 

$ 12. Дифферениаль частноло Овухь функийй, 
Набдемъ дифференщьхь функии: 

2? 
"= 

С 
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Написавь разенетго, связывающее приращенныя функции, и, 
вычтя начальное, похучимь: 

и ио--оби— ме- иде 
А $ эе--А ^ 

Замъняемть нулемъ име и дЁлимь выражеше нь Дл: 
Ди 'бь 

да 75а “А 
Аз зо») ° 

Переходя въ предьху, замфтимъ, что въ знаменателВ правой 

части получится 52, такь что: 

Слёдозательно, дифферениаль частнаю разень разности между 
произведенемь знамешинеля на дифференуиль числителя м произ- 

зеденемь чиолинтеля на дифференщаяь знаменателя, 'Фъленной на 

хвадрать знаменоинеля. 

$ 13. Диидференйиль цияой степени. 
Разсиотримъ прежде всего случай положительной степени: 

у”. 

Давъ переыфнному х приращен!0, разхожииь отопень по прь 

визу бинома Ньютона: 

пена тада И = ак. ... 
Новторяя уже нёсколько разъ изложенные пруемы, придемъ къ 

выраженю: 
5 Иж 
ила -..- 

Вь предёЬ получимъ: 

ду—а(")-т"ах,......... {1) 
т. е. дибферемиаль цнлой положительной степени равень показа- 
знедю, умнооженному на воэвяшаеное количество въ степени на еди- 
янцу низщей и на ею днфференщаль. 
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Позожимь темерь, что стелень отрицатехьнах 
у” 

Въ такомъ случаф мы иыфемь равенство: 
"=1. 

Нейдомь дифферешцаль лёвой части этого равенства; диффе- 
ревцируемь его сналала, какъ произведене; 

Яуза"; 
ляфферевцируемь затВыъ положительную отопень, эвилючающуюся 
во второмъ слагввномъ: 

Фу та" 
Но такъ как (уз)" воть постоянная (единица), то дифферен- 

щаль его холженъ равняться нулю ($ 7); 
хтду--утх" 142-50. 

Ветавляемь во второе слагаемое 2%вой части эначеше у; 
дну "на" Чо 0. 

Откуда: _ + 

о фон тата, 

То ве выражене для 4у мы получямъ, заыВнивь м зерезъ-—ш 

зь формул (7); поэтому зактючаемъ, что изложенное выше пра- 
вило справедливо и для отрицатехьной степени. 
$ м. Дуббевенищаь корня (дробной степени). 
Докажемъ, что хифференцировьяе дробной степени совершается 

по тому же правилу, какъ и даффоранцироваше цфлой.--Возьмемь, 

фуввцию: 
ы 

==" 

Представвыь наансьниое равенство въ вихЬ: 

у”, 
и кайдемь лифференталы объихь частей; дифференциалы ревныхь 
кохичествь, очевидно, будуть разны, волёдетые чего похучвемь 

дут бура” ат. 
Отсюда: 
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Поолфкнее равенетво ныражаеть то, что и треболалось доказал. 

$ 15. Дифференияаль показательной функции, 
Ознакомившись съ диффореппировашемь влгобричеснихь фуик- 

ЕЙ, перейдемъ въ дифферевцироваа!ю трасцендентныхь. Одна изъ 

простёшихь функиЕй Этого класса есть показательная, имфющая 

видь: 
у-=а”. 

Ведя разсужщен!я но взвёстному образцу, получимь послёдо- 
зватежьно разенства; 

Такь какъ ал? отренится къ охиниць, то чисхитель выравеня 

а®—1 есть величине безионечно-малая. 

Назовем ве а; тогда: 

аа —1 а. 
Обозначая черезь ХТ, логариемъ: при основан а, получамъ 

вэъ этото равенства, прологориемнровавъ это выражено: 
Да=ЕкЕа). 

Прешвль отношен!я, входяпиЙ въ выражене произведной;, при- 

ниизеть ввхы: 

ны а а 1 а 1 

Ах А-а) За) т аа 

Ирежжль вырежещя ай можоть быть вычиеленъ. 

Разложикъ выражене по правилу билома Ньютона: 

(14) (8 ь. 
серы ЕДЕ, 

14 19. аа) |... 
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Предфль его есть; 
1 

. Н 1 
Ши -оу раз 4: =е. 

Суми выписанивго ряде, обозначаемая буквой в, играть боль- 

шую роль въ АнвлизВ. Ова предотавляеть собою основане такъ 

называемыхь мазуральныхь или Немиеровыть ломитюмовь.. Чиелен- 
ная величина ея съ точностью до десяти знавовъ равна: 

1=2,1182818284. 

Тевимь образомъ 

отеюда 

Обозначая черезь { хогараемъ при основан!и е, мы имемь тож- 

дество: ТойанЕе,, ии. (10) 

слфховательно, равенство (9) можно замфнить зыраженемъ: 
ду-аеоаг....... 5 

Частный случай. Найдемъ производную функцию: 

=", 
тдВ е-— основалёе нолуразьныхь зогариомовъ. Приниивя формулу 
(9%), получимъ: 

де" 07.1. Чи--етах 

и отеюда де... (11) 

т. е. производная е” равна самой функии. 
$ 16. Дифференщаль лоариома. 

Пусть У—Ёл. 
Пользуясь обычвымь методомъ, получимъ посдфдовательно (для 

краткости обозначешй спускаемъ вездё индекоь а при Г): 

ду ааа) 1 Ая (+9) 

ы_К+у 
т 

го 



Ах ы 4 
И д о 

Ах 
Обозначая —; зерезь ‘в получим: 

4 ТАНЯ 1.1 1. и __ Те пи = „Пн (А «див Р(1-а) и = 

Фи ии ни (15) 
4 

иди, что тоже: 41—09. жении (121) 

Частный случай. Положимь, что овновантемъ логариемовь слу- 
жить е, въ такомъ случа: 

$ 2. Диффоренщалы тучионометтнческить функий 

1) бинусъ (35). 
Если мы имфемъ фуакию: 

унии, 

то: у Ву—Ви(е-+-А4), 
откудь: Ду=Эщ(а-- Аа) Бих-Вше, СозДе-- Сова ША — За; 
вынеся— Эл за скобки, яимфемъ: —БныхЕ-—Соз4=)-|-Созх, ЗА, 

Такъ какь 1 одааовыя то — Эш 1 — СозАя)--0овх. 

«Веб, За Сор. За 

эт . 
отвудь 9 биг 2 соке Аг, 

Ах Ах Да 

2 

ее 
Такь кавъ: Шо — —0. и № 

= 

то 2 бон 4у—Созтах 
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2) Косинусв {005} Замфвимъ косинуеь синусомь угла до- 

полнительнаго до 5 

— Сова "5 

Дифференцируемь синусь: 

а 4(5(; .))- сот «(1 ) =) зай" а) 
==— Виза, 

Италь Чу—9Совл-= ЭН. че оньь.- {15) 
3) Тангеонсь (15). Чтобы найти дифферонщаль функции 

5—6 

предоставляем ее въ видф частнаго = и хифференцируемъ, 
03 

кавь частное ($ 12); 

Созхазтя— Зе .4008х_— Созх, Созг.2--Зг.Бные 
4 Со5 Со 

4: 

Сов 

Че о НИ (16) 
4) Котвигенсь (С1=) Для нахождешя дифференщела 

фузкщи: —Сы, 
поступаемъ, какъ въ предылущемь случа; 

& 20082 _ Этабовя—Совлабрх Зибяди — СозяСоваве 
Зтх Зе 51025 ы 

4 

У— Зе 

аб. .. 

$ 18. Дифферениамя обратныхь (круюемла) триюнометриче- 
скижь функий, 

1) Атемв Вшив (вге.Бш). Есхи 

то =—8щу 

Дифференцируемь посяёднее раженство: 

@х—Созу.4у; 



отеюда 

2) Атсив Совтиз (агоСоз). Коли дала функция; 
у-аге. Сов, 

то подобно предыдущему 
2—=бозу 

ах [22 4 = — у дев. (13) 

3) Атопа фазиетв (вт010). Моложимь, что: 
ато @х 

Инфемъ яву. 

Диффореннировае даеть: . 

ви пе -а-ниму Сов 

Фр бага 2. 20 Чего иене (20) 

4) Атсиз со1апееи8 (ато ©). 

Пусть у-—ате ох, 
тогда: #—Сеу 

ебать, 
@ о р ине 270 

$ 19. Диубференцироване сложныхь функций (теорема, Лаяураниеа)- 

Творема: Производная сложной фунойи равна произведензю 
зроннодтять функций влодящиль въ составъ свожной, т. ©. 

Но енвд 
или Яве) (фух ах, 
тя фи Г символы фунецй. 

Док.: Булемъ считать (2) за одно нервифнное; тогда: 

ЗК) (фаре 
Ирадифференцируемь затЪыъ фа: 

Фе 
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Такимь обравомь получикт» 

ао) (две 

Ча) Рау. 

ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 

Производныя и дифференщалы высшихъ порядковъ фунищи 
одного перемённаго. 

$ 20. Опрейьленя м обозначеняя. Второю производною назы- 
вается производная мервой производной, третьей —произодная вто- 

рой и т. 9. 

Вторымь дифференкалонь называется дифференщаль пересло 

дмфферениала, третьима--дифференаль спорою и т. 9. 
Для выомихь производныхь тавъ ке, как и для первыхь, о1- 

щеетвують лвь обозначешя. Во-перныхь, употребвяются сямзолы: 

РГ”, Г... 7»), . 
у ннь. 

Согласно опрохзленйо: 

оон) . 

Отсюдь для хифференщаловь получаемь выраженя: 

ау Роде-=у ах 
ду ==" вх 
гоу "ах 

одета, 
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Чтобы получить высийя производныя и хифференщалы въ дру- 
томъ видЪ, дифферонцируомь равенетво: ду—у'@х нвоволько разъ 
послВловательно. Дифферевщаны у второй, трет, . п-ЫЙ 

обозначаемь черезь: Фу, Фу... Фу, 
стенень 42 вторую, третью и т. д. обозначвемъ: 

| .. 9х”. 

Производя оказанное хифференцирован!е, и, замфтивъ, что: 

@:—9(аж)-=а(опя.)=0, 
позучиыь: 

фу абуаку ду ал--у театр дву 
О 
му "аз" дз Зу" ао упал аатутал 

ви, 
у Отеюда: УИ Е 

уе 
ила-ай ну 

9 
Полученные результаты предетавляють собою вторыя выраженя 

произвояныхь. 
$ 21. Выеиая производныя степени. 

Дается функща: д", 

требустся кайти выражеше я-ой производной, Для рфшевя этой 

задачи выписываемь ифсколько посл довательныхь производвыхь: 

ух" 

эт(т— 1)" 

уни) (н— 2-3. 
Звконъ, ло которому овф составляются, ясенъ:— 

убд=ыи(т-—1Х2)... „(тит 
(обовивчеше ж—я—1 употребляется иногда вифото т-—(и—1)). 

Если степень золожительная цтлал, то при повтореши диффе- 
ренцировашя мы дойдемъ до случая, когда производиая выразится 
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ПОСТОЯННЫЕ, т. ©, 2 ВОЙХОТЬ въ нулевой степени. Изь формулы 
я-ой производной видимъ, что это булеть имфть мёето въ томъ 
случаф, котда ям. 

'Итакъ: уфы (и —1и—2)....3.2.1=5и 

т--1-ая производная равна нулю, какъ производная постояннаго; 
308 слфдующёя производныя тоже нулн. Если стенень отрица- 
тельная илн дробная, то па одна изъ производвыхь не обра- 
щаетея въ нуль. 
$ 22. Выешия ироизводныя показательной функии, 
Найлемь "ую производную показательной функщ!и: 

=. 
Соетавляемъ ифеколько производныхъ: 

у-ва 
у’ ва а-=а "(0 

в = (а 

Очевидно, что: 

Частные случа: 

Инфемъ: 

2) Положимь, что: 
тотда: О теетаета" т 

еше. 
и наконець: патио". 

$ 23. Высшия пронзводныя прианометрическиль функней. 

1) Синусъ. 

Дано: 3-8. 

Составляемъ рядъ производныхь: 

у боые-вв(+- 5) 

ух = Зин 8щ( 2 42 =) 
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бов т у’—=— Сова: $н(=- 8) 

заняв 2+ ат) 

у’ бове-ви (а 51). 

Вообще: 98 + =т) 

Замвтимь, что рядь производныхь функщи Эт перодничень; 
произвокныя имфють только четыре значеня, которыя повтора- 

ются въ опредфленномт порялк®; такъ: 
У уу, уу", уу, убиыу,... 

2. Косинусъ. Высшы производныя функщи: 

у—05х 

ихЪють такой же характере, какъ и производная Эш. 

Получаемь посл довательно: 

у ыбь« (1) 

ое -- =) 

уве + т) 

ибо (2 + =) 

п 
и, наконець: зе бо-(а + =} 

$ 24. Высшая производныя производеня функий (теорема Лейб” 

инца). 

Ноложимъ, что дана фунющя: 

ужи... 
г ние функщи х. Навишемъ яфеколько производныхъ: 

Чи) _ о и, Фан, Фы 
д ба ася Раза Ноя 

4 оды @, а 

а? ак Гая 
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и ды Фо офи р ий 
чая ар Рае а а + 

Фо 4 и о би аь би, аи 
Нач Зах ааа РР 

Закоиъ составлешя производной не трудно замфтить. Именно, 
въ каждый членъ входять ироизводныя по ни пох (если фун: 

Щи ви © можно считать нулевыми производными); суыма поряд- 

ковъ обфихь производныхь возд одна и та же, и равна порядку 
производной м7; порядокъ производныхь м возрастаеть, порядокъ 

производныхь о убывветь. Остаетея опредвлить численные ко- 
эффищгенты членовъ. Мы сейчаоь дожажемъ, что эти козффиц- 

енты— биномальные. Занфтивъ, что они не зависать оть вида 

функшЯ в и , возьмемь для этихь функщй изкоторыя частныя 

значеня; именно, пусть; 
ие 

вех. 
Обозначимь искомые коэффищенты черезъ Ау, А;, 4... Аи 

тогдь по доказанному: 
о ель ть 
а" _ ре 4^ + Аян Аза 2х" +... 

или, подставляя значешя нии 

фев» ве де атлет че фт Войт 
дах Ана арт Азы цуга 
Выражаеть по извфетнымь законамъ, всф производныя: 

И а о 
эдьвие += Арно | ди ва... 

По сокращения на «+82, получаемь: 

ау Ав" - ав" Ав" 
или: 

р пере Па. дури авт дв"... 

Отсюда по правилу неопредленныхь коэфищентовь имфемъ: 
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_ иби—1 4-2). 
4— 1.2.3 

Саёловательно, 4, 41, А„....—биномальные коэффищенты. 

Прим ръ, Пусть тробуотся найти третью производную функция: 
у—елая. 

Находии»: 
4 

м. 3.224-364 .3 ап зещалеий 

аи), 
$ 25. Первиюна ъавнаю перентьнноно. 
До сихъ поръ главнымъ (независимымь) перемфиныхь мы счи- 

тали то перемЪнное 2, по которому дифференцировали. При этомъ, 
мы имфли всегда {$ 20): 8—0. 

По возможны случаи, когда. х не главное перенфиное, & само 

есть нёкоторая функщя другого. Въ этомъ случаз 4 ееть тоже 

фунещя этого перем» кнато, и, слБдовательно: 

@-ео. 
Найдемь выражен!е второго лифференшала и производной въ 

случьВ, если х—не главное переифиное: 

азу—аду— Ку) = 
9 

и) Яо? ‘ацайх 
Уи а 

Эти формулы, выражая собою второй дифференшалть и вторую 
производную при проязвольномь глазномь перемфнномь, прила- 

гаютса и къ случаю тлавиаго переыЪннаго 2, какъ къ частвому 

‹лучаю. ДЪйствительно, положивъ, что главное перемфнное, при- 

чемь: 4—0, замётимь; что вторая производная принимаеть видъ: 

Если главнымь перемфннымъ считается у, то 4/—0, и 

ди. =. 

Формулы для слдующихь по норядяу производныхь получаются 
в06 сложнфе и сложнфе, 
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Дтя принфра вычиолияъ еще третью производнуиу: 
(24 дуб 

„_@у" 4 ара аа) — 
4х 4 я 

—@хазу— дуааааз_— акта дави — ца — ду) 
Чат а 

— (аа? у дуру залах 

Чат = 
__ дз —Чадута— ваза Зауаче 

але 

ТЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 

Нёкоторыя соотношеня между фуянщей н ея производнымя. 

$ 26. Вияще знака производной. 
Теорема. сам фунюшя [{2) непрерывна въ смежноети 2—4, 

зе она будет» дая это значешя перемъииено возрастающею или 

Убывающею смотря по тому, будеть ли производная ея Ге) поло- 

ъжительна или отрицательна для этою значещя перемъннао. 

Док: Возрастающая функшя получаеть приращене (Ау), рав- 

нозначное съ приращешемъ перемфннаго (4х), т. е. 

59|. м 

№4 суВдовательно, ох, == Ра)==+. 

Вь елучаЪ убывающей фуккши 

и ный ид. 
Обратимъ внимае на геометрическое значеве первой про- 

изводной. Ностроямъ возрастающую кривую (черт. 5). 

у=Ке) 
Взявь Нёкоторое значение 2, равное ОР, найдемъ соотвфтетву- 

ющеёе значене у, равное ЖР. Дадимъ х приращене: 

А:--РР’—М9: 
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тогда у получить приращеше: 
думе 

Соединивъ точки М и 2№ прямой линей, получимъ прямо- 

угольный треугольникь съ калетами Ах я Ду, изъ этого тре- 
угольникал 

Будемь переходить къ преяфлу. Дх и у будуть вее время 

уменьшалься и отиошеве ихъ въ предфа сдЬлается равныме 9. 

Точки М и ЛИ будуть сближаться; соелиняющая ихъ сбкущая 
все ближе будеть подходить къ касательной въ точкВ Ми въ 
предвлв съ ней сольется; уголь сЪкущей съ осью х обратится 

въ уголь МРТ, уголь касательной съ осью хм. Равенство въ 
предёдЬ приметь видь: 

Е ЕТ 

т, е. первая производная равна зпатенсу узла касатеавной съ поло- 
эсительнымь паправлешемь оси 2. Изъ чертежа мы видимъ, что 
ВЪ ©лучаф возрастающей функщи этоть уголь острый, тангенсь 
9го положителенъ и теорема оправдывается. Чертежь 6, изобра- 

жзющЙ иривую, соотеётетвуюдую убывающей фунвщи, показы- 

элеть, что тангенсь угла каеательной въ этомъ случа согласно 

творемВ отрицателенъ. 

Примпри: Энг. 
— 

. | = | | 
| | — 

9— ше | возр. возр. нь. убыв. убыв. ‘я 
1 | 

Дубы о | | о | 
1 

$ 27. Основная творема Кошн. 
Теоремо. Если &) двЪ функции: Кл) и Жх) обращаются въ нуль 

при 2—2. В) Кл) в Ед), Р(2) и Е(<) остаются конечныик и ие- 
прерывнымя для знёзенй х въ промежуткВ оть 2—а до 2=в- В 

и т). еваи Р(2) не мфилеть своего знака въ этомь промежуткЪ, 
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то величина дроби Ко = заключается между наибольшей н на- 

именьшой величиной и дроби, составленной изъ произволныхь 

ро для того же значевя перемфннаго, т. е. 

О] 
ею Рау 

тдЬ © воть правильная дробь, заключающаяся межлу нулемь и 

единицей. 

Док.: положимъ, что: 

Мах: 2® — М и щ- 1 
"ЕО Р@) 

тогда: Ро 
“ Ра<и 

г@) 
и Ро) зи, 

„Дальше, -—хоказательство разд®ляется: 
Т случай Ра=-+ 

Помножввъ на Е(2) предыхупия неравенства, получим: 

Ре<МЕ(а) РезтР 
7-МЕд<0 Рау тЕ(>в. 

„выл части послёднихь неравенетвъ суть производныя отъ функщй: 
К=)-МЕз) К=)—тЕз). 

По теорем8 $ 20 первая изъ нихъ-убывающая, вторая— возраетаю- 

щая. По условйю: К@—МЕа=о Ка—тКа= 

До только что выведенному: 

Кею-МКа-ь) < Паук иКа-юм 
Ка) положительна, потому что Ка)-—0, а Ех) возрастветь: 

(это слВдуеть изъ того, чо Р()=+). Поэтому, хфля неравен- 

ства на Жа--#), получимъ: 

Это и требовалось доказать. 

П слузай. Ра=— 
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Доказательство ведется ченъ же. Носавховалельно получаем“ 

7 г 
о<и ва)”" 
емРе пои 
Ид МР Го ыЕе<. 

Лёвой производной соотифтетвуеть возрастающая функтя, пра- 

вой-убывающая; поэтому, тень какь: 

Ка-ИКе-о Коша), 
то Ка-ю—МЕа+в>0  Ка-тЕаь<о. 

При Р2)<0, фуякшя Е) убывающая, и такь какъ Р(а)--0, 

то Ка) <0 и при дВлевт на Жа--®) получатся: 

деи Ани 
Даю дав) 
аи <И Же)". 

Тажъ кавъ прибавлялась къ а величина, заключающаяся меклу 

нудемъ и В, то можно ее обозначить, какъ ифкоторую часть й, 

именно ©, тлф О правильная дробь. 

Доказанная теорема выразится тогдь въ видь: 

Ке-ю_ Ра- ею в Дарю Раою ``". 

9—9,—1. 
$ 28. Обобщеще теоремы Коши. 
Если уелове теоремы Коши предотавить въ видё: 

Ко Жа=6 

й Ра Ре 
и 

"д -0 ИО 
2) Кг) Е) 
Г) Е) 
Р® Е) конечны и непрерывиы 

для (а, а--*) 

ри Е) 
3) Р(@), Е"«)....Е>®(@) не ифияють знака для 2-=(а,а--й), 

то и заключен!е ея, которое представится въ видВ: 

Ка) Рае Гаем Рае» ® 
Ка Рано Руа) <Е9) пи 

9=0,=09, ,=%,-,..... 5%9,=9,= 
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будеть справедливо. Въ самомъ дЬлЬ, разематривая первыя про- 

изводныя, какъ самостоятельныя функщи, получим распростра- 
неня теоремы на зторыя производныя и т. д. 
$ 29. Частные случаи. 1) Возьмемь функшю: 

ЕКа=к. 
Эта функоя обращается въ нуль при =0. Положимъ, что при 

Томь же значеши перем®ниато: 

Ке=Ко)=0, 
т. е. первое услоше теоремы Коши, удовлетворяется. Допустимъ, 

что функшя Кх)--конечна и иепрерывна для 2—(0,1), и это тому 
же требоваШю удовлетворяеть ея производная; (производная  х) 
есть единица). Этимъ удовлетворяются второе и третье требованя 
теоремы. Нрямфнивь ее, получаем: 

то го 
1 

КМ" @В........ 8) 
Примбръ. Функия: Д2)=9 1 удовлетворяеть требовашянь 

теаремы Коши въ предфзахь #—(О;л)). Поэтому, премзнивь фор- 
мулу (3), мощемь написать: 

Эт -=#03(9/). 
3) Раземотримъ формулу (2) для случая. 

Ка". 
Функщя Ех) удовлетворяеть вофмъ условямъ теоремы Коши. 

Положинъ, что и функщя (=) имъ уховлетворяеть. 

И) 
д" Е 

но Ве) 1.2.3 

слвловательно, 

К 9 
м 1.2. т 

И ...... (4) 

$ 30. Теоремы © конечном» приранещи: 

Теорема Рохлсхя. Поставимъ только одно услове, именно, 

чтобы фунещи (2) и 4) были конечны и непрерывны для 
=—(и,а--П). и возьмемъ такую функщю /, чтобы: 

И е--Ю чо; 

Тогда: 
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тотда ГФ=Ууа-). 
Нри #—0, инфенъ: 

Кора) —ч(а)-0 
Р(оч(а); 

т. е. функщя К®) удовлетворяеть услошямь теоремы Кощи ло 

первой производной. По формул (3} получимь: 

ча — ча) =йц/(а-- 0) 
(Г @® получается изъ Г’) замбной № черезъ 9й) или 

а--=а) Ну --...... (5) 
Это равенство выражбетъ знеорему Ролая о конечном» приращени. 
Примфръ. Положимь, что имвегся функщая: 

4(а)=Бта. 
Для нея во доказвяной теорем: 

Бища--)=бта-#Со$(а--0#). 
$ 31. Теорема Тейлора. 

Выразимь производвую, входящую въ формулу (5), какъ само- 

стоятельную функцию, при помощи этой же формулы: 

о-ва) Нац" (а-- в) ==) Ни. 
Тогда формула (5) приметь вихь: 

чКа- уча) Му’). 

чаю ав. 
Обозначиых эту функщю черезь /(®) и поснотримъ, удовлетво- 

ряеть ли онё требовашяыъ формулы (4): 

[ча кама) Гоа чадо 
Ве —ч() Вау (а) —ч(а=0 
"у @-ю Фу”). 

Раземалриваемая функшя удовлетворяеть указаянымь требова- 

вямъ до второй производной. Примвняя формулу (4), получаемъ: 
3 

НФГ". 
Ветавляя выфото 4 (%) и А”) ихь значеню, инфемъ: 

Отеюда: 

чо) -од-- Вид Ака) 
(а о-=ща)-Ни(е)- ое ПРоАрОНА (6) 

{если 4(а), ца), у’(а) конечны и непрерывиы для о-—(а,а--*)]. 
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Педобнымь же образомь въ формулВ (6) можно вам вить 

У"(е-- 9) 
через у” -те, 
тдф 6-хругое. Тогла изъ формулы (6) получижь: 

да ЕЯ че---ка-в/® —ри®=гьв-= 
По формуз (6): 

и по подетановк®: 

За = ОНУ иена). 
Продолжая дЬЙотновать такимь же образомъ, получимъ равенетво: 

ф" 
На р ве)... т) 

Э5фвал часть котораго предетавляеть конечный рядъ или равенство: 

НОА и...) 
<ь правой частью, имфютщей внылъ безконечнаго ряда. 

Нолучениое разлошенше функщи у(а--Х) носить назваше ряда 

или строки Тейлора (Вгоок. Тайог; отирыто въ 1715 г.). 

Нослёдий членъ формулы (7): 
р\ 

= 53 — и "@-Н9й),...... (8) 

носяпий назваше дополиительназо члена, строки Тейлора, вывехенъ 

въ такой форив Лагранжемь (Гаствиие. 1797 г.) и называется 

иногда осталиомь Лозранюеа. 

"Услоемь теоремы Тейзора остается требоване, чтобы, какь 

сама функщя, такь в весь разсмитриваемыя производныя остава- 
„зись конечны и непрерывны для и—(а:а--1). 

$32. Теорема Маклорена (вначе; Стирлита ЗевтНие) получается, 

если въ теорем Тейлора положить: 

в—0 

=. 
5* 



Оиз выражается, сябдовахельно, такими рядеми: 

ОНА Руми... 

Е Е ОНО НН — 
Условя остаются т же самыя. 

ГЛАВА ПЯТАЯ. 

Дифференцироване функции со многими перемфннымк. 

Аля простоты будемъ разсматриваль въ настоящей глав® фунв- 
цзи трехь перемённыхь; но всё разсужленя справедливы и для 

произвольнаго числа перемфнныхт. 
$ 33. Частныя пуоизводныя и частныя дифферениалы. Поло- 

жимъ, что: и==И ху). 

Если перемнному х хадимъ приращене Дх, получимъ: 

+ Аьи—Дг-- Ау). 
Вычитаемь изъ этого ревенстяв предыдущее и дВлимъ об части 

на Дл: 

Аз 

Перейдя къ предфлу, иайдемь производную фунющи # по х. 
4 "ие Ая,у, 2) Ата.) 
Рыбу.) 

Сходнымъ образожь найдемъ производныя но у и 2: 

би оКаиА я Кое) р) 

о, 4 

Ди КА.) Ку) ИИ РЕ. 

Эти три производныя называются чистными производными. По- 

чноживъ обф части на знаменателей хВвой части, получимъ част- 

хые дшфференщазы по г,у,г. Лифференщалы эти, хотя и обозиз- 
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зенные въ предылущихь формульхь одинаково — черезъ 4, во 
различны. Они суть: 

а __ 
Чиа р (ту. 

Я“ 
буи (у, 29 

дм ети, га, 
Частныя пронзводныя обозначантея слвд. образомь: 
Обозяачене Коши (Сапеву): 

аи ав ан 
= г =. 
4 ау Е” 

Обозначене Эйлера (Ещегу: 
(&) Я Г) 

4%. (= 42) 
Обозначеше Якоби (Ласо): 

д: ди ды 
9 ду де 

Послфдиее значен самое употребительнов. 

$ 34. Полный дифференаль, 
Найденъ приращеше функщи при ехиновременнонъ приращени 

возхь переифиныхь. Оно будеть: 

Ан—Ке--Аа, у-Ау, Аа) — Кр, у, 2). 
Чтобы вычислить функцию приращенныхь перемфиныхь буденъ 

давать перемнныхь приращенше ностепевно; прим вяя при этомъ 

теорему Тейлора, получимъ: 

Кен, деф, у, в) -НА" (е--6, Ая, у, 2) 
Кель, уч Аы, две, у, в)-- АУ (а- Аа, у-НДу, 2) 

Кемь, УД, г-на Ва, уу, 2) 
Аа’ (2-- а, уу, 2-6.) 

Складывая эти равенства почленно и перенося въ лъвую часть 

Кз,у,8), по приведеня получимь тамъ Дм. 

Итакъ: 
Ди дар (ел, у, в)-- Ау (а-я, ув: 2) 

ДЕР КЕ Ах, у Ау, г 8,2). 
Будомъ считать наши леремфиныя нёкоторыми функиями про- 

извольнаго # съ единственнымь условемъ, чтобы, если: 

&=0, 

Ах-=0, Ду 0, де=0, 
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Раздёливь обф части зыражешя Ди на ДЕ и перейля къ пре- 
дфлу, получимъ производную = по &. Въ предл приращеня м, 

4, 4, ие входящя въ отношешя къ ДЬ т. е. заключающяся въ 

функщяхь, сволятся къ нузю. Производная по # приметь вилъ: 

аук + (4 Оу, бымух „5, 
пе у Ру еь у, 5). 

Откуда (полный дифференщалъ). 

ди— 4" (т, у, 8) Чу, ри д-р у, 2) 

ди ь 1 пы 

анны, в 
ааа --арь [символически 

Выражене это воть полный днфференщаль. 
Итак», полный дифферениаль равень сунмь частныхь дифферен- 

валов. 
но касается полной производной, то вя не существуетъ. 

$ 35. Частныя ироизводныя высшить порядковь. 
Веякая проязвожная оть функщи нфокольвихь перемённыхь 

имфоть въ свою очередь столько ироизводныхь, сколько содер- 
жить перемфнныхь, Эти производныя, влюрыя частныя производ- 

ныя, —инВЮТЬ ПО СТОЛЬКО ж6 тфетьияь промводныхь, и т. д. Ол. 

хующан таблица вторыхъ частныхь произвохныхь фунющи трежь 
пореифнныхь показываеть употребляемыя обозначеня: 

2). 

08% 
ре ь 
г 

9% _ 9 . и: вия 
дв 

Е __ ды _ 
сына 
ди 9— а , 
рии 
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‚бы 
бу ОР (ау, =) __ ды 
= и Зее) Еду 9,2) 
ви 
ит —_ 9, 9.) 0 = 
А Рад 9, 2) 
ди 
Е де, у, 2) __ ди 
а др |=, =) 
5 
92 0 2,4,2)__ д 
и ить, 9 

9% 

98 да, 2) ды 
9 — г тя - — д г!" (9, 9. 2). 

Не трудно видфть, что частныхь производныхь п-го порадва 
получинъ 3*. Но различныхь производныхь получается меньше 
ветфдотые олёдующей теоремы. 

Теорема. Результать, ироисшедиий оть частно дифферен- 
чированя не зависита оть порядка дифференцированя. 

Дка Пусть на, 9, 2) 
05 33 9 ИНАЯ, у. 2). ь 8). 

95 Ах 

Возьмень оть этой производной производную по у: 

еда. уд, Гру Аи, г) Гада, г) И 9,2) 
А А 

"в И _ 
а Ау 
— ний уу, =) И у Ду, =) КефАь у, у, в). 

Дх.Ду 

Ведфдетве симметричноети правой части относительно хи у: 

9 
ду. 

Въ общемь случаЪ теорема представляется въ вихв: 
дви Я р 

ОЕ. бутдк “бумдядл" ^ бук ^^^ 3). 
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$ 36. Полные днфуерениалы высшить порлдковь. 
Найдемъ второй полный дифференщаль, т. ев. подвый лиффе- 

реншаль перваго полнаго дифферентала: 
Фин) дьи--д,и-- дн) 

==д(ди-б,н-- да О-- дыма, 2) -0дьи--дуи-- ди) 
=0.9.ч-0.д,и--д.д.и--0,9.и--д,д,и--0,д,и--д.д.н--0.д,и-+д. дум. 

9.9 и д,д,и--0,9.4---20.0,и--29„д,4--30,д,и: 
559 и -- ди дам 20. д,м-|-29.9,и-|-2д д,м. 

Въ раскрыто, вихф! 

Фи А+ 5+ а. 55 г. дави 
07 

+2 ых и 
Сямволически можно написать: 

9и—(д,--9,--0:н. 
Это символическое изображене можно получить ус изъ второй 

строки нашего вывода Ян: 

@и-=0.(0.4--д,и-- дн) д,(дьи-|- „ди-- дм) 9-9, ди 

дед ивы, 9 -Ь-Е д, ОХ, дли 
==(д,-{-д,-|-9:3и. 

Общая символическая формула для полнаго дифференщала 
я-то порядка имфеть ввдъ: 

Фи о,-д, ди... (14а) 
Въ сяучаВ деухь мебемюниыхь получаются биношальные коэф- 

фищенты; д®йствительно, пусть: 

ие), 
тогда: 

дн. уеали нд уи-Е = Омь... бум 
0 ды Ки) 9 сан 
де ШС ду" Чи "т к ты ба” `эйу"+ 

деи Чай"... (15) 

$ 37. Подные омуферениеальь функией зависимьь переминныть. 
Возьмемь функцию: 

Т-Ии, о, в), ЛЬ 

0, 7, ЖЕ-ф(ь 9,2). 
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Первый полный дифференщать будеть: 

от аь 

тв ам 42 -|- ы а 2% 

аа 

ль. 

Составимъ второй полный дифференцаль даиной функщи: 

тт Пана наи 

аа р ть Бои 

ево м + 
от, ОТ , [ска оз А 

2, бт, еТ и 
доб дкдой дя вены в 

ФТ, рт 
о 

ет т эт 2; Е дм. обы вес. ве-- 

о ты, 

Такимь образомь, полный лифферонщаль второго порядка фуик- 
щи зависимыхь перемфвныхъ отличается оть дифферешёела фувк- 

щи незёвисиныхь переифиныхь тремя лишнимя членами. Для диф- 
ференщаловь слФяующихь порялковъь получаются вее болёе и 

бодёв сложныя выражения. 
$ 36. Терена Тейлора для функций со мноньни перемтинымн. 
Разсмотремъ сначала функшю двухъ перемьнныхе: 

и—Их, у). 

Для (=) мы инфемь: 

ео и+ 
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Еели мы ие дедимъ у никакого приращеня, то его можно раз- 
осматривать, какь ноетоянное, в потому примфиить въ этомь случа 
ту же формулу кв функщи и: 

* Ми Пьет"... 
Если мы теперь предположимъ, что начальная функшя была 

не Дл, у), в Ка, у), т. е. что мы равфе хали у н®которое при- 

ралкен!е #, то предыдущее разложене приметь слёхуюний вирь: 
в 

Па уча, 9-НО-НМУ а, У-+-Ю тт" -.-.... 
Каждый изъ членов этого разложешя можно разложить по 

степенямь прираженя: 

ПЕНИ НЫ а ГУ, ОН" о =. 
* Ре 

прав, ую ПУР ви, У БР" в д... 

Рим, уУ--Ю== р” а, уу" Иер... 
ура, у уе, +... 

Поставивъ эти члены въ общую формулу, получимъь по соеди- 

ноши производныхь одннзковыхь степеней: 

Ка ука, Миа, у--Ние, + 

+ ты ие, уе за, у) НГ” че, У 

Это равенство зыражаеть теорему Тейлора для функц двуть 

перемпнныхь. Оно примегь нзоколько иной, болёе проетой видъ, 

если вести ифвоторыя сихволичесмя выраженя. Будемъ обозиа- 

чаль #/’(луу) черезь 5,Г, вали вообще, примемъ 

и Е. 
Тогдь кяя теоремы Тейлора получинъ посл®довательно слёдуюдия 
выраженя: 

КЕ-Ю Ге -Ь+ Пе зы 

Чиа аувьмучыу 
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:, 3. ЗЫ; Е; 3. з 

Геры "+ у 
оу = р-ньь, = 

Дальне будеть ото, что выражеще, стоящее въ скобкахъ, 

равно ет +в. 
Итанъ, окончательно: 

Ке-Нь ую +45 р. (8) 
Въ случаЪ трехъ перемфяныхь, пользуясь изложеннымъь уже 

преномъ, получимъ: 

ыы Но ( НИНЫ 8+ 

чт Ня м еб ; ш= оная, ы +. т) 
Введя обозначен: 

» 
а ду п ыь а. 

напишемъ символически. 

да, У НИ... = 
==е% ++ ,...... | 

Формула эта можеть быть распространена на произвольное число 

перемнныть. 
$ 39. Теорема одпороднять функий? (Фонтена или Эйлера). 
Положимъ, что ихфемь однородную функщю я-ой степени {(х, 

у, 2). Еели умножить каждое перемфиное на Ё, то, из основания 

однородности, вся функщя умкожится на 2"; 

Рак, в, ИАС, у, #). 

Возьмемь производвыя обфихь частей по # 

Еве, 9, шут, у, 2). 
Лёвтю часть можно представить въ вилф: 

Роба, ауд--Роае, Ньву-ЕР а, Ве 1), 

т) Положим, что одинъ изъ члевовъ фувкви /(х, у, 2) есть: 
Аздутет, тд 1--т-Ер==и. 

Соотьфтетвуюный члежь функши /(&с, &, #:) всты 
мы 

производная этого члена по $ будеть (1+ т--р)Ааучеер +" Р-1, 
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таквыъ образомъ получимъ: 

Ребе лу ааж--Г а, вр Ву-Р «а, Чу, пеш" (а, у, = 
положивь & равнымь одивиць, будомь имфть: 

яР(, у, тр, у, Е (аи у, в) -рярь(е, 9, 8), 
9 

или: эх. Я у” 2. ООВОВОРОВОВОЗНАЕ {18) 

т. е. однородная фуикшя, униоженная на показателя однородности 

‘розна суммь частные производныть, умновненныхь на, соотвттствен- 
ныя неремьниия. 

Если взять вторую проно р у’ получим: 

9 
в г „> 9+ 

94 
Е Не 9. а булат” 

ГЛАВА ШЕСТАЯ. 

Дифференцироване неявныхь функций. 

$ 40. Дифферениияы и производныя функийи одною независимо 
переменном. 

Неявная функшя одиого независимаго перем ннаго, наприиЪрь, 
у, или двухь зависимыхь одно оть другого, имемъ видь: 

Ка, 0. 

Предетавивъ тоть же обиий члень вь видЪ Ау”а "Ре, по- 
лучнмь производную его по в: Аут евтнт и -, или 

Путем, 
Найхенныя подобнымь же образомъ производныя по фу и № 

будуть: пдд Че Чтр-1 
и раду пфНтав-т. 

Унноживь эти производныя соотабтственно на 2, у, 2 получи: 
Пт аот 
тута 
рАадутаву тр, 

Сумма этихь произведен даоть проюзводную по & 
(--т-р) дадут арены, 

Так» какъ дифференцироваве совершается надъь каждымъ зле- 
вомъ отдЪльно, то выведенное для одного члена справедливо дан 

сей функдн. 
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Чтобы найти производную Ч, можно выразить у явной функ- 

щей 2, рЬшивъ уразненю, и затЬмь продифференцировать. Но 
уравнен!в не всегда можно р®шить; необходимо, поэтому, найти 
другой способъ для получешя произволныхь. 

Похожимь, что х и у получили приращеня Ах и Ду, съ кото- 

рыми они уховхотворяють уразненню, таЕЪ что: 

Ке--Ая, Ар. 
Разложимь хВвую часть по теорем ме 

Кем )+ 

т 

По условию: Ка, )=0 

елбдовательно, первый членъ разложеня пропадеть. 

Положивъ, что хи у суть нёкоторыя функц проязвольнаго &, 
раздёлимъ уравнеше на АЕ 

1 91 Ад (аа оли, + ли) ея 5. 

Ах рф, Ая $ 
дна в + 

т (1. 9 Ах 0 дя 91 о 
АА аа НАУ АЕ Е АУМ би 

Перейдя къ предфлу получимъ: 

4х ОР, аи *) + 
Я Та ду 

ое 9 ое 9 у 
НТ (4 де АУ Е дробу НА д) 

Второй членъ в во слёлуюнце, въ предлф обращается въ нуль 

и остается: 

4х 0, Чи 9! _ 

т в. 
н, но умножени на 4 

97. у и у—0. 

Такииь образомъ для Фифференцированя неявной функии 00- 
статочно приравнять нулю днуференцеаль ллвой части. 
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Изь получениаго дифференциала уравнея ие трудно получить 

производную у по 2 и дхифферевщель у: 

4 4 
49 ___ 05 9 У-ш=ЬР Ч — ра. 

Е 9 
Дифференщалмя второю порядка. Пользуяеь выведеннымъ пра- 

зиломъ получаемь хифференщаль уравиемя, кожь диффореншаль 

авной функщи. Обращаемъ вниман!е только на то, что, такъ какъ 

У не есть иезавиекмое переифнное, то во второмъ дифференщаль 

появится лиш чем: 

О 9 ОТ те 4=. ФН ен ии. 
Чтобы найти пору производную у по 2 д лимт, уравноне па 927; 

0 об 4, РГ а 
деду др Че Году ФГ ду па 

Очеюдь опрелЬляемъ: 
4 т 

аи Е 
ув див аду в 

Ре я 

: =) 
ду (7 

ду 

Е 25 
дя? 9.0 — 97 

ооо в 0 
ду) `` 92-0 9 ду (=) 

(5 
$ 41. Позные дифферениаля функий мношть перемпиноьть. 
Первый лифференщаль неявной функши нЁеколькихъ перемЗы- 

нЫхЪ получается такъ же, векъ и дифференщель функщи одного 
перем ннато. 
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Такь функшя: И, у. =)—0 
по дифференцирован!и даеть: 

9’ 9 и 
еы + Ро + = —0, 

откуда можемъ получить: 

пы 
2—9 97 9 я 4 

Га 
9: 9: 4: 

При получещи высшихъ дифференщаловь необходимо помнить, 

что одно изъ входящихь въ уравнеше переифнныхь, напримврт, 

2, не независимо. Второй хифференщаль будеть: 

аи И а. 

+ т Н 4. а 7. Фо, 4% ео; 

При составлении тритьяго орлы изъ перваго злена 

второго дифференщала, получится? 

а г) ‚_ (97, 0 #г у 
«р (ой ав" ан. 

Изь третьяго же члена получимъ: 

9. 0) 9. и ааа 
93[ 97 837. 99. пед дуб дай 04 лай. 

Подобнымь ке образомь дифферекцируемь и остальные члены. 
Холи дано я совмфетныхь функ: 

анг... .-. мо 
Бе, у, 2. 

1, у. 2. 650, 
то въ кьждой функше одно перемфнное будеть зависимымъ, такъ 

что веего зависимыхь перемнныхь будеть м. Поэтому. прежяе. 
чфыъ получать лифференщалы выещяхь порядковь, надо усло- 

зиться, кая м перемфнвыхь сзитають зависимыми. 

$ 43. Застныл производныя в частныл дифферениали, Положиыъ, 

зто имфемь функцию: 
#=Д, 3). 
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Произзодный: 

ев 
2 бы 
9 9 

или РЕ 

называются частными производными перваго порядка. Производныя: 

ЕВ 
дай’ ди, ду’ дут 
97 0% 9% 

изи де 5 д 

называются чаетными производными второго порядка, и т. д. для 
чвотвыхь произволныхь двукь первыхь порядковъ приняты обо- 
значошя: 

942 92 
ав-® ду 

92 9% 922 
да ® бди д" 

8 43. Дифбферениальныя уравнемя нервно порядка. Возьмемъ 

уравене, въ которое кромё перемфнныхь входить ифкоторое по- 

стоянное с: 
Ка, у, в) 0. 

Дифференшаль этого уровня веть: 

Или эт ==0. 

Изъ посябхияго уравнемн и изъ данного можно неключить по- 
столиное с. Результать исключещя называется результантомь и 

выразится въ видБ равенства нузю нёкоторой функщи отъ пере- 

ыЪннаго и ихь нроизводной: 

Е -4(а, и). 
Полученное уравнее называется днубференияльнымь уравненемь 

мерво порядка. 

Итакъ, дм/ферениальное уравнеше перало порядка получается при 

меключени постоянно изь уравнейл и ею перво днфферениала. 

Дифферетнальное уравионе первеио порядка веть конечное ссоот- 
нощене между перемъиными и ить перлой производной. 

> 
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Уравнен!е: (а, ч, бе. 

изъ котораго получилось дифференщальное уравиене носить на- 
зван!е его общеле интешела. 

’Итакъ, обийй интефаль дифференщальноме уравнентя есть конечное 
соотнощене между перемпииыми и произвольнымь постояннымь с. 
Если постояцное прюбрётасть опредфленное значеще, интеграть 
ставовитея частнымъ. Нахождене интеграла дифференщальнаго 

Хравнешя — интецлрюваще дифференщальныхь уравнемй состав- 

ляоть прехметь второй части интеральнаю исчислещя (первая 

часть котораго—квадратура—занимается интегрировашемъ явныхъ, 
фувкщИ. 

Ггометрически, диубберенийальное уравнете воть соотиошенее между 
координатами и зтатенсомь зала, наклонешя кривой. Интераль вю— 
соотношенье между координатами в произвольнымь паранетромь, 
$ 44. Дибфергииальныя уравнентя высинить порядков, 
Возьмемъ уравненю: Кл, у, су, с.) =0; 

возьмемь также его пере и второй дифференщалы: 

р 
07 Й и. 

2 2.9. я 

в предотавимь ихъ въ а 
Е р 

и 95 

РЖ: 
ду ах 

‚ 7 у ВЕ а’ Фу 

+ 

Задуае КоуКак) Корая о 
Изь этихь двухъ  френщадон и изъ данивго уравненя кожи 

исключить с; ис». Получимь результенть: 

о 
9% 

или Чу, 9, у") =0; 
онъ прадставляеть собою оифференийкльное уравнеше второе по- 

ядка. Мы вадимъ, что уравневе это получается при исключени 
двухъ параметровъ и содержять въ себф перемфиныя и 25% про- 

изводныя. Уравнеше 

а 
Ро 9 

К, у, ср, в} =0 
сесть опять обийй интераль. 
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Уравнене окружности: 

вы 
заключаеть два харанетра—а и 5, координаты центра. 

При изызненн ихь окружность только мфияоть ифето, оста- 
зввсь 300 время себЪ равною. Дифференщельное же уравнене, 
соотв тетвующее этому интегралу: 

ча, У, у", 
изображаеть безчисленное множество другихь кривыхъ. 

Изь интеграль и перваго дифференщела мы можемь исключить 
каждый параметръ въ отяфльноети, 

Позучатся выраженя: 

9, „0, < = 

(2: 
9 ди «0. 

Выраженя эти называются промежуточными интеталами или 

первыми интералами, Изь каждаго изъ нихь первымъ интегри- 

4 
ровашемъ (зоключешокь получается начальный интограхь, 

и нервымъ диффереицироващемь (исключенемъ с; и е,) дифферен- 

Шальное уравненйе второго порядка. 

Подобвымъ же образомъ интераль я-ю порядка представляется 
зЪ виз: 

. Ка, у, врбь... сну; 
дифференциальное уровнене я-0 порядка: 

Паевые промежуточные интералы (ихъ п); 

а 
«(= ГА 9, а’ ``‘ а 

& д 
(=. у, и, с ..... р „=. 
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$ 45. Иключеще произвольной фуньши. 

Есхи мы имфемь иЪкоторую опредфленную функц: 

Е, 9), 

а 97] 
иззываотоя яромзвольной функщей. 

Возьмемь порвыя чёстныя производныя этой фувкци (при этомъ 

аримфняется въ распространенномь видф теореме Лагранжа $ 19): 

® [Ее реа 

й = [Ее, р . 
Раздфливь эти производных охна на другую, похучиыь: 

то функша: 

92 9Е 
9=_ 92 

& 
9% 

9, ди _дЕ 01 
д’ бу 

маи 9Е _дЕ 

де. 

Полученное равенство, не содержащее уже неопредвленной 

функции, называется дызбуберениальнымь урпанещемь съ частными 
‘производными (Еднайон ФетеннеПе вне Фегзовез ратИеЦез), 

Возьмемь фуякцю: 

29%), 
тв Ми № функщи х, у, 2. Предположимъ, что зависимое пе- 
ремфиное есть 2. Тогда частиыя производныя обфихь частей по 
р ну будуть: 

Эм | ви. 0 , ее вм. = 
9х 92 05 142 `бх 

9м ом 9: „ОМ, М а 
На | 

1) Полный хифференщагь функци М(х, у, 2} есть 
эм. а + ам. 

в* 
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Раздфливъ эти равенства одно н& другов и введя обозначен я 

риф ($ 42), получимь: 

9м эм `9м 9 

9 ут 
Оснободившись оть знаменателя, приведем равенетво къ виду: 

ам ом ом ом, ом ом ‚ом дм 
де `бу  бё ` бу др Не 29 
9 ом вм ом ом ом 2. ом 
дк” ду Роб РР а ТЕ 

эм ом ом д м ом м6 
[№ д’ а [5 Гл Е 

_0м дм ОМ 9м. 

`` 
Это выражене есть дифференщальное уравнейе съ частными: 

производными первео порядка съ двумя независимыми перемьнными. 

Общимь интеихмомь его служить уравнене: 

5). 
Если ф воть опредёленная функшя, то это равенство воть. 

частный интераль. 

Коли инфемь дею произеольныхь функщи, наиринръ: 

в=ф(е- че), 
то для исключеня ихъ приходится дифферевцировать два реза, и 
позучается диффереюиальное уравнеме второю порядка, 

или 

Чтобы лодучить изь него частный дифференцахь ло х, даем» = приращение д 
зывото т (хфзо, собетренно, только въ обозначен; у не хдавыъ никахото- 

приращени, так что: 
4—0; 

2 похучаегь приращене, зазколщее только отъ приращения 2, т, ©, 42. Чоху- 
звамъ дифференцель ло а 

мы + м, 

Фазёфиньь ею на де, позучииь частную производную: 
ЭМ, 2м 82. 
тт 0: ` 
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Прииврь Зауе-- 42-2). 

Ранен! е: Зуг-- Заур 2л-- 29-5} 
Заз За" а-е. 

Фазувяить первое уравнеше на второе; 

Зие--Заур--22  З-р 

За--За 9 
Зита Е Зтура--229—баг--62уд-- Загр-- Ззура 

Заар-- (вау Зиг —22)9--ваг-ы0 
да 9= 

За (вау дуг 22), --блрч0. 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 

ПРИЛОЖЕНИЕ ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНЯ КЪ 
АНАЛИЗУ. 

ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

Разлежеше фуннщи въ безнонечные ряды. 

$ 1. О разюжени функий вообще. Веякая конечивя и непре- 

рывиая функщя можеть быть разложека въ безконечный рядь по 

‘теорен® Тейхорь или по теоренё Маклорена (ч. 1, $8 31, 32). 
Рядомъ Маклорень, дающимь разножене функщи незавиеныо оть 
приращеня переифннаго, пользуются по преимуществу. Задача 
<водитея къ тому, чтобы нодмётить заковъ составлешя высшихь 

проязводныхь функщи при х=0 и выставить ихь зивчешя въ 
<троку Макхоремв. 

$ 2. Разлоюжеще (а-- =)". Составляемь ряль производныхь и 

подотавжяемь въ вихь 2-50. 

оке) они 
Реаещанит- Гоуиам 
Роеии-ТХаая Г”дуаиб-- Пра 
ро Шуи хо-ним а [бунт дам. 
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Пранфняя формулу (11), им%емъ: 

анала та" бы +... 

т. в. похучаемъ изввотное разложен!е бинома Ньютона (отврытато’ 

въ 1666 току), 
$ 3. Разложене атариома. Попробувиъ разкожить: 

Жа)==Ёы®). . 
Подставляя 0 вызото 2, получимы: 

Ко во 
Ображене функщи вф безконечноеть не сотласно съ условями 

теореиъ Тойлорь и Маклорена, и потому 12) разложень быт 
не может». 

Вухемь разлагаль Р«(а--2). Пишемъ производныя и подотавляемъ. 
нули вмфето х. 

КО-Ща-- ко 
о гот 

гой 

Иекоемый рядъ веть: 

Хех? Те 28 ЭТе 4^ 1.2.87 
ява таза и + 

или: 

з з + Боец в ]-09 
Велый раль имфеть значено въ анализ только, если окъ око» 

дянуйся. Найдемь услове, при которомь рядь (19) сходатея- 
Нользуемея для этого основныиь признакомь сходимости ХАлам- 

берв: рядъ сходится, если мен <. Инфемъ. 
а 



ры 
мя 

де 
и Ст] 

ыы па" в 
И С 

ан - 2. 
“ а 

Итакь, радь сходится, если 

Е 
5<| 

или «а. 

Очевидно, что онъ сходится также при да, потому что въ 
этомъ случа предотазляеть гармоничесвЙ рядь ‘съ частью чде- 

човъ отрицательной. 

$ < Вычислеце ломриемовь. Форнулой (19) можно пользоватьея 

для востаюленя таблиць логариомовъ. 

Мы получииь сейчасъ ряды, выражаюнще натуральные, Непле- 

ровы вогариемы. Вычисливь ИО и замВтивЪ, что 

1.6). Та) =1 

Те 
1 

отеюда Тине, 
Чо 

можемь вычислить по формул (19) десяиичные, Бримойы лома 
риемм. 

Напишемь (кользуясь формулой (19)), формулу разложеня Неп- 

церова логариема: 
м м 

ака) оз иг°-° (20) 

Примемь а—1, тогда: 

пн... 2) 

) Эта формуша быдв зперюне получена Мегсмогомь еще въ 1667 +, т. =. 
о открытия днфферевщальнаго нсчислени, 
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По условю жа, т, е, въ данномъ случа; 

#=1. 

Положимъ, что 2==1, тотда но формулв (22): 
11 аа. 4... @0 

По формуа% (20) послфдовательно находимъ догариомы чисель 

оть 3 до 10: 

Е ИИ 1 

аа а 
1 

1 
5 
1 
5 ии 

10-9 

= 
Звифчвемъ, что ряды скозятся вое быстрёе и быстрёе, тавъ 

зто вычисдене логариемовъ яёлаетоя вое жегче и легче. Самыиъ 
труднымъ для вычислешя авхнетея ряль 2 (21), Постарвенся для 

облегченя вычислевЙ замфнить его рядомъ, сходящимся быстрве. 

Подотавивъ-—х вифсто 2 въ формулу (22) получим; 
22 2 а 

Вычатая это равенство изъ (22), видим, что нечетные члены 

уравой части удзаиваются, четные— пропадають. Вышисывая`ре- 
зульталть, зам няемъ разность логариемовь въ лЬвой части лога- 

риемомъ чветнаго: 
ти 
== 2-5 +5 ст в >) 

Введемъ терь новое  оромвинос =, связанное съ 2 усломемъ: 

1 т 1 ре +; 2 
а 

ЗВыражаемь т ор 8. 
1 

1 
и подетавдяемъ въ полученный выше ряд: 

а 1 
Зо ГЗог-1 т ОРУ ыы =] 
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Отсюда: 
1 1 5 42-1 + 

ео р Нат вери -^*.-] 0 
Эта формул даетъ ряды, козящуеся торазло скор%е; напрямёръ: 

11 
вар. г в ггы+ 

1 = ++ р +5305. ------- 
$ 5. Разложеще синусв. Разлатвемь Зшл обывновеннымь опо- 

<зобомъ по теоремё Маклорена: 
Кобе Ко 
Рау боы Ро 
Риз Р\О=0 
Е’ тона 
р "биг Г о==0 

23 Е 1 5 
аа а, (25) 

Разложеше это дано Некитономь. 
Вывехемъ услове сходимости этого ряда: 

Знажи— 

2? 

и 
Выведенное равенство ие зависить оть =, т. е. уядь стодияся 

пры всякой величины т. 

Составь рядв синуса показываеть, что эта фукщя мечетная, 
т. в знакъ ея мФияется при перемён%® знака перемфинаго. 

$ 6. Разложеще косинус. Тьжь же премомъчто и для синуса, 
получаем: 

И-бове Ко 
Рабы Ро 
Гб ыы 



"= го 
Т"ЕЕбова (О 

28| 
1.21 1.2.3.4 1.2.,.6' 

Цодобио предыкущему хокажомь, что рядз веда сходящёйся, 
т. е. зто косянусъь такъ же, какъ и синусъ, принадложить къ раз- 

ряду функшЙ, называемыхь (уоломорфными (8№05, пор), въ 

противопохожноеть мероморфиыми (рёроб). Составь ряда показы- 
ваеть, что косинуоъ есть функщя чемная. 

То же разложеше косинуса можно получить непоередотвенно, 

продифференцировавь разложеню синуса. 

Интересно то обстоятельетво, что, вели взять производную ко- 

еннуев и его ряда, получинъ отрицательный синусъ и отрицатель- 

ный ряль синуса. Итёвь, разложене синуса в косинусе взаиины 

въ томв смыслй, что иогуть быть получены одно изъ друтого 

одиимъ и твиъ же путемь, 
$7. Разложеще атвизЧатуента. Произвеля разложене обыкно- 

веннымь путемъ, замфчаемь, что продаводныя; 
Кж=ате ух. 

Созе=1Т ..... 26) 

т 2 я 
Г прязНафяя 

получаются все сложиве и сложнфе, Чтобы легче достигнуть цфли, 
прябфгномь къ сяблующему способу: разложимь въ безконечный 
рядь первую производную, & оть производыой перейдемъ затВиъ 

къ начальной фумкиди (этоть переходь составляеть основу инте- 
зральнаю чечиелещя, иочнолешя, обратиьго хиффереящальнону, 

Непосредственнымь лфлешемъ убёжлаемся (можно также вос- 

пользоваться формулой: — 1 еее ....), что 

1 
рее ... 
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Я5ввя чаеть есть производная фунци!и атсё(), правая прокз- 
водная функци: 

ЕВЕ 
и ВЫ +8 

ТВ © иВкоторое постояниде. Равныя производных примдхещать. 
равнымь назальныме фувкщямь; чоэтому: 

2 в а 
это и а .е 

мобы опредфлить постоянное с, возьмемь 2—0. 

Тогда: 0—0—0--0-—0+-....- а 
откуха 6—0. 

Итавъ; 
3 

сие. @т) 

Формулу эту дали: Лейбниць (Теф№м) въ 16869 гоху и Приюрь 

(@тедоту). 
Находныь услов!е сходимости ряда: 

22" 

"т 

ис: Мы -дсЯ. 

ыы 
Итакь, условемъ схолимости для рада зтеиз Чапренза будеть: 

251. 

5 8. Разложеще т. Велавииь 2==1 въ формулу (27). Звыфтивъ, что 

отв, 

нолучимь: 

ненын "о 
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Этоть ряхь прехетавхяеть то неудобетво, что сходится суяш- 
вомь медленяо. Покажемъ другой способъ разхожешя п. Пожо- 

жимт, что. 

тогда: 

СлхВховательно, 

я 4 2 
1-9" --атов5. 

Этя фунещи по формул (27) разлагьются въ слёдующ!е ряды: 

ата т 11,1 
РЕВ ВАМ $— за +166 
1 т, 1 
вв 3115 

Ракы эти быелро сходятся. 

8 9. Разложеще показательной фунищи. 
ЗИиземы: 

ана КО-=Е 

Иа =а9а Рожа 

Ред)" Га) 
Г”) 97а РО 
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Находимъ услове сходимости, 

Итавъ, рядь оходитея при: 

. 2—(0,<5), 
тре. фуккшя голоморфная- 

Частный случай разложене ". Подотавявь в вифото а и звм$- 
тинъ, что 

—=1, 
дозучимь: . 

ИЕ 30 ти ланчи» (30) 

Разложен!е это найдено Мажмореномь. 

$ 20. Разложение функий рядовь, 

1) Розложете слиепени. Требуется выразить въ ввдВ безконеч- 

наго ряда я-ую отешень ряда: 

у -иа-ой ай --.... 
Положимь, что возвышен!е сдёлано и мы получили; 

(во-ат-раяй--.. ум, Аа-- од. 
Производяыя обфижь частей должны быть равны: 

иво ае-аий 4..." Заре Заза 
= А-а А-З Алай--... 

Для нь это равенство предыдущее, получимь: 

бо раа-раи-Е..- ААА... 
Ян алая... А-З А-ЕЗАя... 

откуда: 

(щиа-раия.. ХА Азая +. ана За 
+ 3аа2-|-.. Ха...) 

Расврывземь 06% части: 

| 

а ад =-|-Зарйай--, , „топа, А, -2на» Ао |е-|- Эта А „.. 
&А 20,4 ва 4] Эна, А, 

61 & А, 
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По правилу неопрелёленныхь коеффишенховь завлючаемь: 

6, Арта Ао 
2.4 ,-ра 44-2па, Арта, А 

За Ао? Аи АЗ, А-а А, па А. 
При помощи этихъ равенствь можемъ выразить всё неопред- 

ленные коэффищенты А, 4», 4}... чорезь Де: 

(п-раи-ай--. ед Ань... 
аоложимъ 2-=0; тогда: . 

"==. 
Подотанивь Мо въ хруШе коеффищенты получимъ: 

А = 

„Диод, 

ХЖоеффищенты „4,, А„ 4.,... нажодятся весьма просто при но- 

мощи особаго метода, называемаго-деривировашемь. Сущность этого. 

метода заключается въ ‘слбхующемь: Позожииь, что: 

(ау -рацт-раяй--.,. 
Так какъ по формулв Маклорема 

оО РО... 
то по правилу неопрежзлениыхь коеффищентовь: 

$(0)-4% 

Производную, въ которой перем нное замВнено нужежь, назо- 

вемь дериващей функщи нухя; употребляя для обознечещя дери- 

ващи букву Р, Согласно опрехвленйо напишемь: 

$0) =Рч(0) 
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$"(0)—=Ру‹о) 
(о), 

Подотавивъ выфого функии и лроизводныхь выраженя ихъ черезъ 

коеффищенты аъ, а,,..., Получимъ: 

1.2.3... па--ра,н=01.2.3...па.=1.9.3.. пра, 
или 

он 
Послфднее равенство показываеть, какъь получаются дериващи 

хозффищентовь. Если требуется найти дериващию кажой-нибуль 

функщи коеффащенть, то, воспомникь, что вериваши суть про- 

изводныя, примфняенъ правила дифференщальнаго исчисленя, 

пок& не дойдемъ ло Юа,, которан выражается вывехонной формулой. 

Зная, что А— 4” ие трудно найти при пожощи деривировашя 

олфяуюные воеффишенты: 
Арта, 

ЗА, -п(и- Тат 09, нау" Ча 
2.8. Арии Ги) За, ана" Яна, 

аи аб 

Деривапюнное исчислен!е обязано своямъ развиценъ главнымъ 
образомъ Арбмасту. 

2) Разложене луариема. Положимъ, что 
Ко-це--в?-...) А --Ае-- Ай... 

Проязводныя обфихь частей суть: 

паев доле ВА, иа- 
аа -раза--... ' 

Отеюда: 

(а, ат--За--...) < од Ая. . (аще: 29+...) 

(а, — 2:5 Залай-|-...)=-аз А-а Ае- За, ..- 
ЗА) 24. 4, 

о, А 
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и отбюда: 

а. А-а 

ЗА А — 2, 

За, 4-Е 2а д-ра, А/—Зах 

Положивъ, х—0, найхемъ: А —Као). 
Итажь: 

Зща,— в? Ка иа ый. о Неа... 
Способъь деривашН примфнамъ.и въ этомъ случа, 

ТЛАВА ВТОРАЯ. 

Теорема Муавра я ея следствия. 

$ 11. Теорема Муавра (Мое). Разложимь е" по формул (30): 

50°, (2 (2 
о та таз т 

Совлиняя выфств дЪйствительные члены и выёотВ мнимые, по- 

дучимь: 
й 2 Ем 2 й й 
ва та ве. 
=(=- НЕ Е ) 
у 28715.18 18.1: 

Сравнивая это разложеше съ рядами: 

ЕЯ Е 

У 8.4 1. 
ЕЯ Е з } 

РТ, Геос ЖлыЫ 
замфчаежь, что: ре але ленин (81). 

Это замбчательное соотношене между е и двумя ‘тригонометри- 

ческими функщями называется теоремой Муавра. 
$ 19. Разаожене итерболическить функией, 

По теорем Муззра: 
ее Совх Зе 
—Созе-— их. 



Выраженя Созуг и— Зи называются зипербовическими. пуритомо- 

метрическими фунюияки и обозначаются: 
<@®(Созтия нурегоНчие) 
<8шив НурегфоНаие). 

Вотавляя въ ихь выражея ряды (по формулв 30): 
# з 

НЗ 
з з 

А-а. 
толучаемъ: 

14:1... (819) 

ет + ; 
зиперболическоя функии обладаюта всъми опотвами обънновеннияь 

трионометрическихь, тажъ наприиЪръ: 

у и е—# 

а ее 
Гиперболичесвя фувкщи упрощають ифкоторые выводы, но не 

имвють большого значеня въ анализв. Теоря ихъ разработана 
главнымь образомь @а4етаня’омь. Рознбеуф составиаь таблицы 
хнперболическихь функц: 

т 
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$ 18. Обобщенще понятия о лаарномь. 
1} Изъ теоремы Муавра и изъ поняйя о логариемё схёхуеть: 

^ КСовя-- Зри. .. 8% 
т. е. существують мнимые ллариомы инимыль количествь. 

Ноложимъ, что 
2—2, 

гАВ м произвольное иВлое зиело. Тогда: 

Сов? Эн ит тит, 
Но тавь какъ 

то получимь: 
ит, 

т.е. И иметь безчислениое иножество значенй, Онь равень про- 
изведенио всяжоно промввольною чтлаю числа на Эт, Въ чаотномъ. 

блучаф, при #=0 

И=0. 

Это внелеше называется ариометическимь и изображается (1), 
тавъ что 

ао. ® 
Остальныя значешя, выражаемыя формулой: 

1-=@0--2в ® 
называются аналитическими. 

2) Возьмемъ: 
ж—(2т-- Тут. 

По теорем Муавра: 
Совбот-- Тин уп == (отт), 

К——@т-ь 
т. е К—1) равень произведенио всякало нечетназо числа на т. 

Заизчаемъ, что отуризительное число—Ё имтеть ломриомь, 

3) Веякое число можно предетавить помноженнымъ на единицу. 

СхБдовательно: 

или 

К®=Ка. =На-|-И—а)--2тта, 
Точно также: 

К-во] 5-1 @а)-(ат- ия, 
"Итакъ, всю дъйстомтельныя числа, в положительныя м отрица- 

тельнил, имляють безчисленное множеснее ломриемовь, 
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Объяенешемь этому служить слблующее оботолтехьство. Нохо- 
Жимъ, что: 

в=, 
хогдь 

—а, 
но е" разлагастея по формул (30). 

ЕН 23 
ата 

2 опредёяяетея изъ поелёлняго уравневя безконечно-большой 
степени. А такь кькъ число корней равно степени уравневн, то 

для 2—0 получается безчиеленное множество значен!й. 
Яля @==1 уравневе обращается въ 

23 23 
Нара 8--- .==0. 

Очезьдно, что одинъ изъ корней этого уравнеша есть 0: 

а. 
4} При 

2—( 424105 
получим: 

иооьеоваь--о венно 
‘иди: 

. сит, (9-15 

5) Найдехь зоюриемь комплекснаю количества: 
а- и. 

Прежстазивъ его въ тригонометрическомь видё, похучимь: 

Ка) =Чр(бозф--Зшф)==р--КСоз9-{- 819). 
По теорен® Музвра: 

КСозу-- Зи, 
слВховательно: 

Ка-ны)-ю(боз--Зтф) р -ч 
Замнивь ри ф черезы 

р-р 
ъ Фак, 
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подучинь: 
1 . ь 

Ка Ка) чате 

$ 14. Выражеще Созпх и Эших по ствпенямь косинуеа м си- 

зуса. 

Езьъ извфетно изъ теори мнимыкь величинъ: 

Созиз- ших бова-Н а. 

ФРазлагая вторую часть, получимь: 

Сова ии отрок обшы Обоз чабны у. 

—оъооакьвьь Оси ыаны .. 

Отдфливь хВйствительную часть оть мнимой, имбомъ: 

Сова- | Ада --бовме-— Обо -ввийи 

аи 
нии . а 

ее [со лы 8 оон завива-. . 1 . 

Отсюда (по теорем о равенетвВ мнимыхь количестве): 

Сова бор ПО 

лы _ ея (34) 

Эших==иСоз" би пе боиыбииь +. .(35). 

08" Зи 

Формулы эти даны Эйлеромь (1107—1783). 

$ 25. Вырожеще стененей Совх и Бшд мо кратнымь будь 
1. Еоевнусъ. Позожимъ, что: 

67—0052.- Шен 

в 03 За. 
Отсюда: 

ЗСозхи-Но 

Збозн-(а- и)", 

Разлегаемъ послёдиее выражено ин пишемь то же разложене 

въ обрелномъ поряди® членов: 



— 

пои рая... ро 

ооамитииы- 2 да. ори, 
Замфтивт, что: 

арен (Созих-Н ини) (Созтх — Зи) 
—2Созих. 

я т енаттьн — 
складываемь полученные ряды: 

2. бои ро) тим) ни-ни) 4..4 
Чин 

это бониа-иабокен засор. ..+ 
--2бових, 

или, сокративъ из 2; 

2*бом—=Сових-я00з(я зу обе 4)=-... (86). 

1. Сикусь. Чтобы получить ор для синуса, нужно, оче- 

видно, въ рядь коеинусь вызето 2 вставить — ). 

Получимь тогда: 

эбен бо( ибо =) 

+ бони) ....: 

Раскрываемъ косинусы, входане въ каждый членъ: 

бони ео = от Совпа- ЭР и 

бои =) бы < =] 

Со о пез" и 2). 
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Сок» = =) [ооо зе =» 

бони) ботбоки в к — дж. 
Е: ит, : эт : 

Подотазивь эти значешя и выяося з& скобки 6055 и Ва 5 

получим: 

р мы побои оби 9=—..|4 

ватт въио -ябще 2% щие. :] т) 

Замътимь, что, ели я нечетное, то Сок’ обращается въ вуь, 

и обтается охль вторая часть; ебли и-четное, остдется одна 
вторая чвоть. Вели и число дробное, ряжь безконечель и мет 

06% чвоти. 

РЛАВА ТРЕТЬЯ. 

Теор неопредфленныхь выражений. 

Неопуедъленныя выражензя стаи прехметомь изучешя съ 1696 г., 

вогдь на нихь обратить внимане Изань Бернулам. Ероыё Бер- 

пулли разработкой ихь теорфя занималея 5’ Нозрца. 
$ 16. Первмй видь неопредльленности: 

° 6 
о 

Подожимъ, что 

[ к 7180. 
|5 

Выражене, обрашающееся о иметь обыкновенно звовиЪ 

опредёленное значене, такъ хакъ оно внолив опредфленно при 2, 
произвольно-махо отличающемея оть а: 

Воспользуемся теоремой Коши (1), которая выражается в 

вах: 

ЖЕН) Ро есзи {(в)-=0 и Жа)==0. 
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Нодовивъ #—0, получим»: 

1 _ 
3 Ро 

Рьвенотво это, конечно, ножно распространить: 

Ге Г® 
а РФ Ро 

Эта формула покззываеть, что вифето отношения фуякцЙ можно 
эзять отношене производныхъ. 

го =) 

: о . 
Нели и это отнощеше обращается въ 5’ Можно взять отномене 

вторыхь производлыхь и т. х, 

Примфры. 1) Инфекъ: 

| 2323 —0. 
ов: 0 

Продифференцироваяъ чиехитель и знаменатель, получим: 

3—3 —_ 0. 
тв] 0 

Второе длфференцироваве даеть: 

65 

рт жа 

= 
Зе 0 0 

Послёдовательнымь дифференцироваяемь числителя и знаме- 

натоля получаемъ: 



Слов ательно: 

| 
'Тоть же результать получимь, разхагая въ ряды зислитель в 

знаменатель 
д 2 

На тяв + 

Вь зислитех® боты 

тих 5 3. 5+. 2—2, 
зъ знамонатоль: 

аз 

2—2 Ея —::2 
Вея дробь прекставится въ вид: 

2 

—е =—25 Е 

2—2 2 

1.2.8 — 

16 сокращеши нё х?, останется: 

3) ИмЁемь квадратное уравнен: 

аа? -а-не—0. 
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Корни его, какъ извЪотно суть; 

Ж—В-/5-— 40° —#-/ 54а 

а № За ый 

При а равномь вулю: 

Га 0 

= —25 
о рт то ==®. 

Найдемь истинную зеличину иерваго корня. Для этого умно- 

жимъ чисзитоля и знаменателя на 6/5 4ае; 

нее 0 
24 Ри 

5 дем — о —е. 
2а(6--/ Я—4ае) 25-4) Б-Р 

: с 
Итакъ | ты 

Ту же величину получаем, если положинъ а —0 вь самом 

уравненм. Уравнене въ этомь случа® иметь видь: 

фи-с==0. 

Такимь образомъ уравнеше первой степени можно разематри- 
звать, какъ квадратное, имфющев нуль коеффицентомь при ква- 
хратф неизввотнаго. Въ такомъ случаЁ оно удовлетворяется еще 

безкокечнымь рёшешемъ. Вообще, всякое уравнеше можно раз- 

сматривать, какь уравнене звысшой степени еъ нухевыми к0еф- 

фицентажи пря старшихь степеняхь неизв®стнаго и приписывать 

ему соотвЗтетвующее число безконечныхь рёшенй, 
$ 17. Второй видь. 

'Иифемъ: 

Положимь, что: 

[ 16] 1 

р тогда: 
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о юг 
[1..1 =)..7 
: Ка) _6 Сл®довательно: [2 = 

Такимь образомь мы пришли къ первому случаю. Продиффе- 

ренцировавт числитель х знаменатель выраженя: 

[8] [93).. 
х. в. правило остается то же самов. 
Прим чан! е. Если дробь принимаоть неопредвленный видь 

при а== оо, 10 правило сохранить свою свлу. В» свмомъ дёхЪ, 
1 

моложиьть: ==, 

1 

Я. К К) 
чыкь что =. — 

[Е ® Жо |. 

Продифференцировазь числитель и знаменатель второй части, 

похучинъ: й 
1 

=): а _ Я 
7 в. 
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Ве слбдуюне случаи неопредьленности сводятся къ хвумъ 
первыиъ, или вЪрнфе, къ первому олному, 
$ 28, Треба видь. 

Положимъ, что 

Ивземь: [9.2], -а= р : 

Можемь получить также: 

1 
у о-= |, : 

Прим ръ. Имвемъ: 
Га „аз. оо. 

Предотавимь произнедене въ вихВ частлаго: 

[Я] ,о= [ы =] 

ЗатБиъ, дифферевцируемь чиолитель и знаменатель: 

У РИ 
$ 19. Ченввртый, пятый и шестой виды: 

00, соб, 1®. 
Ве этя формы неопредёленности можно предотавить въ видф: 

5—9, 

при чемь для 2=-а имфемь въ каждомь изъ трехь случаонъ: 
4%.. 
5). 
5) .. 

Прохогаривмировавь изшу общую фуцкцию, получим: 

&—му 

и в5 частныхь случаяхь: 

Подучились уже разобренные случви. Вычиеливъ истинную ве- 

дичияу 13, мы найдемь и 5 но формузВ: 

8—2, 
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гдф истинная величина логериена з. 
Прим$ръ. Дана фунюшя 

= |=] 
2—3 

Хогариемвровашемь получинъ: 

аш. 

Е. 

Взязъ производныя чиелителя и знаменателя, получимъ: 

2 =0-0 

Для опредВлеви истиннаго значемя выражен, обращающихся 
5 

въ, НИогдь даже не бываеть нежобности дифференцироваль. 

Это бываеть въ тЁхь случмяхь, когда множители изи слахаемыя, 

вводниЦя веопредёленность, сокращаются или приводятея къ нулю. 

Возьмемъ для примфра вырыжеше: 

уз, 

которое при 2, равнымь безконечности, обрыщается въ 

аби] „„7т9—о. 
Умноживъь к раздёливъ это ныражеще н® 

ураера-а, 
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водучимы: 

[Узераю--ь 
ева 
ей „ 

: 
не 

8 21. О порядкахь и портдать бознонечностей. Если 2—0, то 

23 есть безконечновть второго порядка, 2—третьяго 2*-п-ато 
порядка, выражонв же: а”, 

безконочность, которая но можеть уже быть изифрена, порядк ами, 
безконечность другой нороды. Выражен!е. 

а” 
а 

есть безвонечность реньей нороды и т. д, Докажемъ, что безно- 
нечность второй породы вь безконеиное число разь больше всякой без- 
хонечности тервой породы, т. ©; что: 

и 

[=] _-=. 
. © 

`Такъ какъ при. 2-00 выражен! принимаеть вядь 55:10 дая нз- 

хождешя истиннаго значення его дифференцируенъ числитель и 
знвуенатель ® разъ: ое р 

| Е ‘ге ва 0 
г @яаау» 
Иае- 2... 1 те] 

Замфчаемъ, что степень безконечноети знаменалеля вее нонй- 

вается, тажъ что, нажонець, можеть одфлаться равной нулю, т. е. 
получится постоянное число, тогда накъ въ чиелитель безко- 
нечность обтается ть же самая. Итакъ, 

[5] ео 
Обритная порода безконечнестей «сеть: 

Ка), 
за ней: Их. Вл.. 
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Двя этихь породь доказывается, что он® меньше въ безконеч- 
ное число разъ безконечноети перваго порядка, т.-е. 

Ч) [9 2 рев 
Дяя доказательства дифференнируемь опять чвелителя и зив- 

менателя. 

[=] Е Е И 

ы ==> 1 Е = 1 # = < 

.2.3.. = — 

1 о - 

$29. Приложеще теори неопредиденныхь выражен къ ученйо о 
сходимости ряде 20 ить внышнему виду: 

Выраженю ре, . входяшее въ основной признакь сходимо- 
"„ 

стя хАлембера есть, соботвенио, неопред®ленное выражен, тажть 
какь: 

[и 
Чат 

Нродиффереяцировавь числятель и знаменатель, `получимь: 

Нач ты < 
Отеюда зввлючаемъ, что, ебли род молиийся, зн0 и ряд ею 

иронзводнихь тоже схтодлизйся. 

$ 23. Теорема Г. Эт теорема выражается такъ: Если 

[РД оьзноо, то На Е == вые. 

‚Доказательство. Взявъ производныя числителя я знаменателя 

вой части, получимь: 

пы] — [2 

По теорем Тейлора имфемъ: 

Жены -НиРе-Ь0й), 

антоо- 
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отвуде: 

еек еНЮ-К®. 

Очевидно, что: 
[2-99] „_ аа“)... 

Слфдовательно: 

о] м9], _ = рии =] . 

Позожнию © 2—1, — 

получим»: Зо Г]. [о е-- 0—2]... 

$ 24. Теорема П. "еоремь, выражается такъ: сли 

[нео то т [а ы] ‚= в
и 

Доказательство. Возьмемь предфль логариемь разематривае- 

мато выраженя: . 

вый [ке] _ =] | 

Примфиимъ тецерь первую теорему, (считая {Ё) за функщю 2} 

до] паза по у] 

подучихи равонство предзловь логарифмовъ. 

Оть логарифмовъ можно перейти къ начальныиь функщямь: 

. г Ее--т) шш[ЖО] == [АБ |. 

$ 25. Призожене теорема ТТ кз твори рмть ‚2ядовъ- 

Теорему иожно приложать къ разъяснению одного вопроса теорва 

сходимости рядовъ. Положинь что: 

1 Жи 

При и—©о функщя Ри) обращается въ безконечность, с2%40- 
зательно, слове теоремы П выполняется. ПримВняя эту теорему, 

(а. =. 

2-ю? 

ИЕ 
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Первая чаоть входить въ призпань сходимости Доши, вторая 
въ признакъ д’Алалоера. 

Отеюда заключаемь, что нризнаки Коши и 9`Аламбера тожде- 

ственния. 

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ, 

Теорм наибольшихъ я наименьшихь величинь (Маха и 
мпипа) фунищй одного перемённаго, 

Опредълеше. Наибольшей величиной (талётикт) аналитической 
Ффункши или намменыией (тазтит) называется величина боль- 

чиая или менмиая смежныть. 

$ 26. Выводь правиле, при помощи таблиць знажово производныхь. 
Положимь, что функшя 

я—К») 
обращается въ Мах при 2; равномь а, т. е., что 

Ка) = Мах. 
Если черезъ № обозначимь произвольно малое прирыщев!е пе- 

ремфннахго, то по овреявленно Махначи’а имонъ: 

Кении 
Дав) <Ка), 

или же Да) воть ина, то 

Канье) 
Ка—В)> Ка) 

мы видимъ, что {(х) въ случа Мах. приближается къ значеню 

Ка) возрестая; перейдя черезь 2№ах. онь начннаеть убываль. Мы 
знаемъ, что произволизя возрастающей функщи положительна. 

произволиая убывающей—отрицательна. Перехоху фувкши оть 

зозрасташя къ убываню соотвфтотвуеть переходь первой про- 

изводной ©ть положительнато значешя кь отрицательному, г. е. 

обрашеще ея въ нуль. Итакъ, для случая Мазапитга 

Р(ад=0. 
Вь случаю элаитита функщая переходить оть убываня въ 

возрастанню; охфдовалельно, производивя ея тоже равна нулю: 

Рено. 
Изъ этого уравнешя можно опредёлить значешя в. Но такъ 

кавъ уравнеше это одно и БЪ 64уча8 Мах. и въ случаВ я, то 
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пезучениые вории могуть быть Махитии’ама и шрелаии`вый. 

Чтобы разобраться, коке корни соотартетвують Мах. и какю эн" 
нребёгаем» къ коноши второй производной. 

До значешя Мах. фунюшя возрастаеть, потонъ убывает. Пер- 
зая производная вя до Мих. положительна, послё Мах. отрийь- 
тельны. Озфховательно, эта производная убываеть, & потому для 
Мах. вторая производная отрыцоительна. 

При нрохожденя черезь тфе. перван нроизводная возрастаеть; 
сяёдовательно, длл мин вторая производная положительна. 

Результаты изслёжованя для обоихъ случаевъ помфшаемь для 
наглядности въ таблицакъ: 

Мах. за. 

= в ее а ха в а 
=) возр. М убыв. К2) | убыв. м возр. 

пе) | фе - фо + 
Р'@) — а) | + 

Посмотримь теперь, что будетъ, если вторая производная равна 
нудю. Съ этего иветь придется вести изсяфловаше, начиная съ. 
конце. Итакъ, похожинь сначала, что тренья производная пево- 

эжительма. Въ этомъ случа вторая производная возраетаеть; ври 

равномъ а, она по условию равнё нулю. СлЬдовательно, хо @ она 

отридательна, послф а — положительна. НМока она отрицательна 
первая производная убызаеть. Ио, такъ вакъ при.а Шервая иро- 
изводивя воть нуль, то до @ она положительна. Посл а вторая 

производная положительна, слёдовательно, первая возрастает 
& потому тоже положительна, Итакк, первая производная и хо а 
в посл а положительна; слфдовательно, фунимя и до @ и посл 

а возрастасть к яри а нить не Мах. ки Ен, 

Тоть же результать получится, если третья ароизводвая отри- 

далельна. 
Результаты помбщаютея въ сдфлующихь табляцахь, которыя 

зитаются снизу вворхъ: 
2 ра а а & дл а а 

К=) | возр. возр. | =) убыв, убыв. 

ва + | -08- 
ооо + о- 
г® + та — 
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Продолжамъ изслфдоваше, предположивь, что и третья про- 

изводная обратились въ иуль. Опять раземалриваемь случаи, когла 
четвертая производная положительна и отрицательна; изслхова- 
не представаяемь въ двухь табхицахь. Начинается оно съ ковцаь 

я востепекяо дохожить до самой фуякии 

х | ааа | # | ай а а 
К) убыв. зи возр. | К2) возр. Мах. возр. 

го |+ о- 
го | оч || - 6 - 
Ре | оч + о - 
В) + ге | _ 

Такимъ образомъ. знакь четвертой производной даеть то-же, 
чго и знакъ второй. Ме трудно замфтать, что 8% производныя 

четных и всю печетныя вмяють одинаково, такъ накъ въ табли- 

дахь строки повторяются черезъ олчу. 
На основан! всего вышесказаннато выволимь правило для па- 

хожденя тахунит’а и лайтивга. Ириравнявь нумо тервую иро- 

чзводную, опредъляемь изь полученнию уравнемя значейя х. Зна- 
меня, соотетунствуюния талипип’амь при подстановкь в0 вторую 

производную дають—, этианиигы--. При обращении в нуаъ то- 
„рой производной, пользуемея слъдующими четными производными. 
При. нвобращеши въ нуль нечетной производной, полученныя 
зивченя не’дають ни Мах. ни вии. 

$ 28. Выводь правила при помощи ряд Тейлора. ИмБемъ дяя 

Мох. 
Ка) —Ка)< 0. 

Рядь Тейлора даеть: 
. , 

Пьера... 
Сддовательно: 

ВО а... 
Изъ высшей злгебры изъфетио, что при достаточно малой ве- 

личин$ перемфинаго, н& знакъ многочлена вшяеть только знакъ 
младшаго чдена. Въ нашомь случаВ на знакь многочлена вияоть 
член: 

&/ (а). 
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Такъ кавъ знань многочлена долженъ быть постояннымь то и 
знакь этого злена долщень быть постоякнымт. Не приращене № 
можеть быть и положительно. и отринательно. Сл6ховательно, 

язя Мах. необходимо предположить 
| Рау. 

'То-ке самое должно быть и для ин»., гдВ иногочлень долженъ 
Фыть больше нуля. 

Теперь остается младшимь членъ: 

ПФ 
Зпекь приращения па него ве вляеть, такъ какъ оно входить 

зъ квадрат. Вмяеть только знакъ второй производной, который 

долкень согхасовалься со знажомь веего многочлена. Слдова- 
тельно, для Мах. онъ веть—, для зи. -Ё. 

При обрашеши въ вуль первыхъь производныхь, ихъ м%сто за- 
втупають слфдующця. Если нечетная произвонная не обращается 

въ нуль, знакъ многочлена зависить оть знака прирашеям, что 
противорвчить усломямь Мах. и ини. 

Свойства, полученных этикъ способомь, вполнф согласны съ 

полученными раньше. 
$ 28. Геометрическое значене наиболынить и наименышить не- 

личинь. Раленетво: 

у) 
зеть вообще уравнеше плоской кривой. Мах. фуикщи Ух) есть 

наибольщая величина ординаты у, ши наименьшая. Первая про- 

изводная ость, вакь извфотно, для прямоугольныхь координать, 

тавгенсь угла касательной къ кривой съ осью 2. Тесря показала 

намъ, что для Мах. и имп онъ равенъ нулю. т. е. соотвтетвую- 

щ олементь кривой парвллелень оси д (черт. 7). До Мах. фунн- 
ця возрастаеть. ордината увеличивьется, производная положи- 
тельна, 2 угха положичелень (нёпр.: 150). Посл Мах. орливата, 

умеяьшаотся, &т угха отрицателень (128). Для лат явлеше обраяное, 
Вторая производная, какъ увидимъ зальше показываеть наярая- 

леше кривизны. Половительнымъ сзитается выпуклость въ сторону 

оск 2, кокъ и имъень лая ШП. Отрицательная кразизна выпукл® 

въ обратвую сторону, какъ и оказывается для Мах. Случаю: 

Гао а 
ео 
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т, е. ви Мах. ии па не соотвётствуеть точка М яв черт. 8. точка. 

перегиба. Въ этомь м8оть кривизны ить, кривья распрямляется 

и мввяеть кривизну. 'Гочка № (черт. 3) соотьбтетвуеть случаю: 

до, Ра 

ТЛАВА ИЯТАЯ. 

Теорм наибольшихь и наименьшихь величинъ (Махита еЁ 
илипа) фузниуй со многими перемфиными. 

$ 29. Общёй способь нахожедежя Мази’, и тттит" а. Опре- 

хтлеше Мах. и ши функц одного перемфннаго распространяется. 

и случай многихъ переманыхь и показываеть, что, если 

Ка. ъ, д—=Мах. ИС, у, 2), 
то Ка-Е да, БЫ Ау, с Аг) «Ка, В 6), 
в ви Ка, Ъ, = ива, 9, 2), 
то Ка-ЕДе. 5-Е ду, с+Аа)> Ка, Ъ, 6). 

Перезфиныя х,у,2 кожно считать различными функшями одного: 
проязвольнаго перемёниего #, тавъ что; 

и аз, Г, +, О-В. 
Выберемъ это произвольное такь. чтобы фунющи 

2—9 

#—40 
== 

обрапались в а, в, с при одвомь и томъ ве его значении? Тогда 

мы можемь разематривать нашу фуякийю м, какъ функиию одвого 

перенфняаго #, обращеющуюся вх Мах. или ит, при яфкоторомь 

зваченн этого перемЁннаго #. Чтобы найти это означене, посту- 

паежъ по извфствымъ уже правизамъ для наховденя Мах. и шт. 
функ! одного перемёнизго: приразниваемь нулю первую про-- 
изводную: 

С: 
—70 
и 

Наришемъ эту производную въ раскрытомъ видЪ (ч, 1, $ 34). 

Чи _ д дн Чу, ды @= 
д бб Гот 
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Помноживь все на &, нолучиыь: 

т. е. значешя неремьнных, обращающия въ Мах. нан пит функцию. 

обрезнають, въ нуль ея первый днфоберенщаль, 
Такъ кажь 4х, 4у, 9: совершенно произвольны, то послЬзнее 

равенство можеть существовать только при: 
ви 
= 

и 
ву _ 
ди 

9 
тавимъ образомь видимъ. что бля нахожеденфя значенёй, обращен. 

заиаь фуняиро «3 Мах. чан тфь, достаточно приравиять нулю 
«съ частныя производныя. 

Чтобы различить случай Мах. изи пил., беремь вторую произ. 

= 

зодную по # 

ди ди бт ди Чу ди м 4х ау 
аа Кута Кутар Арда № 

9% 4х 42 Фи цу Ч: ОИ СИ 6, Е МАЕ 
Если она отрицательна, то испытуемыя значеня соотьфтетвують 

Мах., если положительна, — ни. Такъ какъ 4? всегла положительно, 

то выфето производной можно взять второй диффереищлть по &, 

т. е. второй полный дяфференщить: 

ды ды ое туре. 

р би 
ть обращается въ нуль, беруть сафлу’ 

не четвые дифференщалы. сезн только нечетные дифферевиилы 

вов нули. 

$ 30. Назожюдеще Миг. и тм. функции двуль перемтьнмыхь, Иыемь 

ии их. 

Если этоть дифферен: 

фуикиию: 

{х.з 
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Приревниваемь нулю ея частныя производныя: 
ди ди 8% бу. 

Находныь отсюда систему порней: 

2—8, 
2=а, 

2—4 

Для отдЪленя Мах и шш, корни эти надо вставить во вторую 

производную по # или во второй лолный хифференщаль: 
аи 

. ау. 
9х. ду 9" 

Вынеся за скобку 42° н обозначивь % черезъ р, можемъ пред- 

ставить этоть лиффореящалть въ вид: 
ди 97и 93 

орал |, 
или введя обозначен: 

получимь: 

Фы[Ар'- Вр-4- би. 
Знакъ этого выраженя р®шзеть, обращають ли испытуемые 

корни функцию въ- Мах. изя въ шт. Что бы знакь не завиевлъ 
оть приращенй перемённыхь, нужнойчтобы трехчленъ, стоящий 

въ скобкахъ, ныфль постоянный знакъ, такъ каке 42? всегда по- 

зожительно. Знакъ квадралнаго трехчаена, какъ извЪетно изъ 
элементарной азтебры, не зависить оть коеффищентовь, когда. 

корни его (если приравнять трехчленъ нулю), мнимы, т. е., котла: 
В—440<0. 

наи 
20 0 
— . [Сие Вх 
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Это, сафдовательно, ееть необходимое услове, чтобы корни об- 
рашали фунешю, пли въ Мах., или въ шРь. Чтобы они обращеля 
въ Мах., нужно, чтобы трехчленъ: 

45? Вр--С 
быль отрицалельнымъ, 8 для этого нужно. чтобы: 

4< о; 
лля п. необходимо, чтобы 

Ао. 
Но такъ какъ по условию 

ваАс. 
то А имфоть всегда тоть же знакъ, 970 в (,, а потому эти усло- 
з}я можно замфнить олфлующими: 

Итькъ, уеловями Мах. являются: 

м) 92 би м 

(я 

для ши: 

92, 
> наи дно ... 

Второй дифферениать обращается въ нуль. если обрашастся въ 
нуль трехчлену: ‚ 

Ар-ЕБрНО 
посл диее бываеть тогда, вога оба корня трехчлена равны р. Вь 

этомь случа: 

.(89) 

ВАА ну В. 
2А 

или 
2 0и 

в Зари 
0 бы 

` 2 

По правилу въ этомъ случай изелфдуемь охблуюнию лифферепшалы, 
вставляя туда только что полученное зналеше р. 
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5 31. Нагомдеще Мах. и тт. фуикии эпрель перенънияль, Боли 

требуется найти Мах; и. ина. функщи 

(2, 9,2), 
то, поступая такъ, какъ дБлали раньше. пряравниваемъ нулю че- 

стныя производныя: 
ди 
Я» 
би 
м о 

ев а= 

Получвемъ систему корней; 

да, 9=5 

в, зЫ 
х=а» =, 2=е„ 

Эти корни нетавляежь во второй кифференшщаль, который иметь 

вить: 

Фь а го и, 45. а ий. 

+2 вы у.е. 

Вынеся за скобку 42? и ввели обозначен: 
аи а: 
88 #2“ 

мапишемь тоть же реа въ зо 

Ты 02 ди 
4 | И т п ОИ, от [44° 
Дифферениаль этоть лолжень имВть постоянный знакь, пяюсъ — 

рля ну. и мииусь—для Мах. Такъ какь 42? положительно. то 
изсяБдованию кодлевшить только выражеше въ скобкахъ. Введем 

еще охВхующуя обозначеня: 
ди. 92 дееА, ре 

и) 9 
Ях.ау 

Дифференщаль прянимаетъ видь: 

Фи [А-- Вр*+- Са?4-2Рр-{-2 Ед Емиа 3: 
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Ивелбдуемый многочлень расположимь по стененямъ р. 

Вр 0--Рр-- А+ 09. 
Чтобы знакь его не завиовль отЪ знака р, необходино, чтобы: 

+в —ваРЗЫ-Св)<о. 
Но чтобы это норавенетво всегда было справедливо, необходимо, 

чтобы знакъ яФвой части не зависёль оть 9 и быль бы всегда 

минусъ. Располагаемь многозленъ лЬвой части по степенямъ 4: 
(Е ВОЛ ФЕ-ВЕЧН- АВ. 

Чтобы знакъ быль постояннымь, лолжно существовать не- 
‘ревенотво 

{РЕ ВЕ) Р:—ВСХ—ФАВ)<0, 

„и чтобы быль нинусомъ: 
— вск. 

Это два необхохимыхь условя и для Мах. и для шш. КромЪ 
того, многочлень, вхохнийЙ въ выражене дифференцала, кля Мах. 

долженъ быть отрицательнымь, для пип—позожительным». Слё- 

довательно, условиями Мах. к лип ялвзаются: 

(РЕ-ВЕ РВС (Р-+АВ)<О.. 
Р—ВС<®. 

В<0(Мах.) В>0(пин.). 

ди ды д дам ды ди 
в ду ду.д: я д. 8 5 ) а Е 

: ель (40а) 

д:и \: дыбы 2) ия «0-е (405) 

Р < Мах.) р >оит,). 

Вь третье усзовще выфсто В могуть входить Ди С, такъ вакь 

знаки у нихь одинаковы. Въ вамомъ дЬлЬ, одинаковоеть 218к99$ 
ВиС сифлуеть прямо язъ неравенства: 

2--вс<о. 
Иаъ неразенства же 

(ФЕ-ВЕ—{Р:-ВОАЯ—фАВ)<0, 
сяфдуеть. что знаки множителей вычитаемаго одинаковы, & тахъ 

какь первый изъ нихъ меньше нуля, то и 
Рад в<о. 
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Отсюда же слёлуеть. что Аи В имбють одиизковые знаки. 

Итакъ, третье условю будеть для Мах. 

92 9 9 
д <. или д" <0 иля д <; я елльнье я (40е} 

дия п.: 

92 4% 92 2820; ан уд 26; ван за >6. ...... ‚(404 

9ы Зи ды : 
Равнозначноеть при Мах. и при ш. позезна и 257’ дут 0 

въ томъ отношенши, что, если при данныхх значеняхь перемвн- 

ныхь вторыз частныя производных неодинаковы по знаку, то уже 
можно заключить, что функщя че обращается ни въ Мах, ня 

въ шт. 

‚Чтобы второй полный дифференщаль былъ нулемъ, нужно. чтобы 

обращались въ нуль мяогочлены: 

Вр?--э(Р-- Вор А-а -- СВ 
(Р—В0)а3-КРЕ-ВЕЧ--Т—АВ. 

Это бываеть, если В и 4 служать ихь двукратными корнями, 
т. е. когда: 

Р-р 

в 
ЕР-ВЕ 

РЕВ 
ЗВь такомь случа изолВауемъ сзЗлующие хифференщалы при 

этяхь значеняхь ри 4, исключивъ предварительно 4 изъ р. 
„ЕО—ВЕ р 

ЕВС 
= 

9=— 

$ 32. Относительныя тата м тётя (фунний зависнмьить 
перемпиныта). 

Возьмемъ функцию т перемнных: 

и= Дау...) 
при чемъ перемфнныя свяваны между собою слёдующими я 00- 
отношеняни (п меньше я, иначе соотвошеня были бы условиы); 

9—0 

20==0 

10 
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Чтобы найти Мах. или шнь данной функши, мовно опредлить 

» перемфнныхь изъ даниыть я урввненй, и ветазить въ функцию 

=, а затВмъ уже найти Мах, и пт. но общему правилу. Но урав- 
веня вообще разртимы только въ немногихь случаях, и но- 

тому этоть способх ие принфнимт. 
Способъ, которымъ хЁйотвительно пользуются для отыскайя 

Мах. в шт. заключается въ сяфдующемъ. 

Приравниваемь нулю первый полный еретт {$ 29% 
ди 

Чи. С +4. 

Приращешя 42, ду, 92 возможны ТОЛЬЕО таза, при кото- 

рыхь приращенныя перемфиныя удовлетворяють даннымъ уравие- 
иннъ. Подставивъ въ эти уравнешя приращенныя перемзнныя в 
вычтя изь полученныхь такинъ образомъ уравкевй данныя, п0- 

лучимь равенство нулю приращенй функи: эх, №, #..., т. ©, 

ихъ полныхь ференцалоны 

би 22 аа —9 
ры 
2 Но о .0 

ды" 542+ А # .—=0 

Позожавь соотефтотвенно эти уравнешя на нкоторые миожи- 
тели №, м, у... и словавь всБ виботВ съ уравнешему. лЬвой 

частью котораго служить форели , позучимъ: 

и. + ы и -- Да 
дет ето 

роки. о .. 
+ + + 

Такъ какъ множители \, у, у..., пока произвольны, то равен- 
<тво справедливо В: ве 

4% 

Ав а =+.. 

не, в 

т еды Ре 
а 

==0 
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Присоединиеь къ полученнымь уравяещнуи» ю данныхь, будемъ 

умфть м--я уровневый со столькими же нензвЪетными г, у, 2,... 

Ъ ыу... Изъ этихъ уравневй опредфлаются зизченя неизьфст- 

лыхь, обуазующя функию въ Мах, или вии. 
$ 33. Частный случай. Выберень чаще всоте вотрьзаюныйся 

хаучай, — когда оеремфниыя овязьны только одниыъ усломямь. 

Пусть и Их, у, г...) 
о 

Вепомотгательныя уравиешя будуть: 

0 

ди 05 

а 
би 0% 
Рав 

Изъ нихь легко исключается Х. 
ди ди 

у 02 
= & — 

д Е 
и 0 

ду _ 9 аи , 30 

0 0 08 

Эта система содержить олнижь уравнещемь менфе чиела не- 
извВетныхь. Присоединивъ къ ней ланное уравнене; 

9—4, 
получимь опредфленную систему. 

Примвръ. Найти прямой каллый конус», извьюний наиболь- 
мёй объемь при динной полной поверлгности. 

Обозначивь радусь основашя черезь д, высоту нонуса — у, 

объемъ конуса—м. полную поверхность пр. будемъ имфть: 

я и уту 

пра па. 
Первое равенство есть тождество, выражающее функцию, кото- 

рую требуется обратить въ Мах.; второе равенство есть уравнеше, 
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выражающее завиенмость между 2 и у; предетавимь его въ вадёЁ 

оу р. 
Находим частляыя производных мн #: 

вы _2 
0% 3 

Вы 9 Зуя Уря 

ауру 
2 с 

По упрощен. уравнеше это принимаеть видъ; 

Зуя. 
Остается рфшить его совмфетио съ даннымъ. ДЬхаемъ это, вота- 

вляя въ данное уравненю выражеше у? изь подученнаго урависвя, 

выфенъ: 

зар. 
Отеюда 

№. те: у 

ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ. 

ПРИЛОЖЕНЕ ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНЯ 
КЪ ГЕОМЕТРИ. 

ГЛАВА ПЕРВАЯ. 

Касательная и нормаль плоской кривой. 

$ 1. Значеще нервой и второй производной. Равенство 

у=К=) 
изображаеть вообще изкотортю плоскую кривую ММ" (черт. 10). 
Ноложимъ, что координаты одной изъ ея точекъ М суть Ор=х 
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и Мр=у. Координалы точки М” безконечно-близкой къ Л суть: 
Ор—я--Ах 

М'у--у+Ау. 
Проводя черезь эти точки с\кущую 82”. будемъ имфть: 

это 270 Ау. 
Ию 2 —у Аа 

При бевконечио-малонъ разстояна ММ’ сЪкущая обращается 
въ васательную МТ. Въ этомъ предположени получимъ: 

ду ау 
#7: д = 

Итакъ, первая производная равна тазенсу ума касательной въ 

данной точиль съ осью =. 
Посмотримъ, какое аначене инфеть вторая нроизводная. Возь- 

мемъ кривую, представленную нь черт. 11. Дяя точки М перзая 

производная, тантенсь угла Т, считаемато оть положительнаго 
направленя оси х‚--отрипательна. 

При дальнЪВшемь лвижени по кривой мы дойлемъ до точки №, 

тд производивя равна нулю. Дальше производная положительна. 
Итакь. первая производная возрастаеть. СлЁдовательно, при взя- 

томъ равположенйя кривой «торая иронзнодная положинюльна. 
Возьмень чеперь кривую, имвющую расположене, какь на 

черт. 12. Первая производная для точки М положительна, для № 
равна нулю, для Л”—отрецательна, сл®довательно убываеть. Ло- 

этому вторая производная отрицателана. Пмфемъ слёдовательно: 
Зизвь Видъ 

вт. произв. кривой, 

ОН 
наи: (2) 

им | 
4х? — ] 

т. ©. еели вторая производная положительна, кривая обращена 
выпуклоетио въ сторону отрицалельныхь у, вели производная отри- 
цалельна, выпуклость направлена въ сторону положительных зна- 
ченйй у. 

$2, Уравненея и отртдки касптельной и пормази в случаь яеной 
функ. 

Если вифемъ кривую: 9—2), 
то для всякой ся точки 11 (черт, 13) можно построить касатнельную 
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ЗИТи корналь ММ (перпендикуляръ къ касательной). Отрёзокь РР 
называется побхасательной, или субтангенсомъ (5449), отрзокъ 
РМ называется поднормалью, или субнормалью (зифи). Длиною кв- 
<ательной и нормали очитаютея ЛЕГ и ММ. 

Тавъ какъ 
4 ыт, 

то уравнеше касательной, имфеть вид»: 

или 

при чемъ Хи У обозначают» шекуиия координаты. 
Для составлешя уравнейя нормали необходимо найти ся угловой 

коэффищенть &2М. Онъ иаходится изъ извфетнаго равенства; 
«ТАМ, 
4% 

или ак М. --Ь=0; 

отеюда ши . 
Г 

Сл®довательно, уравненю нормали есть; 
4х, | О <) 

или {Уи ==0.... а ееннььь (48) 
Найлемъ теперь длины касательной, нормали, подкзоательной и 

поднормали: 

а) Изъ треугольнико МРТ: 

РТ-ьшик-. МР 

3) Изъ треугольнике МДМ: 

РМ—зи-=-МР.РИХ-=МРАЕТ „и. 
<) Изь треугольник МРЯ И 
ЗЫ -=касвл. =уикеть--\/ У*-- тт ак . 

4) Изъ треугольника МРМ: 

М№-=норн.--УИР2 РУ ть, 7 
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Итекъ, введя зще обозначен:е: 

Уаз рауя -- а, 
получимъ для исконыхь длинъ выраженя: 

касат.— 7. 4 Г” 

. (5 

$ 3. Увавнешя касательной и кормали ддя случая неленой функуби. 
Если мы имфемъ функщю Их.у)==0, 
то, продифференцировавь ее: 

РЯ 9 Раз -|- ду 

нолучимь для правой производной зыраженге: 

9 
%__ 
а. 

ву 
Сяздовательно. уравнеше касательной можеть быть предетавяено 

въ охиомъ ИЗЬ ВИДОВ: 

У—у— ... (68) 

9 
97 

Уравнеше (6) можно получить подстановкой въ дифференщал 
фувкщи 42 и @у, зыраженныхь черезь пропормональныя имь 

{ХЬ—=) и (ТЯ (вы. 38). 
Уравнеме нормали принимасгь нидь: 

(5—2) СЕ у—0........ лан О) 
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$ 4. Задачи, 1) Ировестн касазтельную изь данной точки. Уравие- 
не искомой касательной имфеть вилъ: 

уе. 
Еху удовлетворяють коордянаты данной точки (а): 

аа). 
'Такь какь точкь прикосновеня (л, у) лежить на кривой инбемь 

кромё того: 9=Х<). 
Рьшивь совыфетно ува послфдая уравяентя (для чего веего 

удобнзе вотавить у изъ второго уравненя въ первое), найхвмъ 
координаты точки прикосновеня, & затБиъ и уравненЁя каеатель- 

ной по (8) или (За). 
2) Провести касательную параллельно данной пряхой. Тахъ 

какъ лвется паправлее искомой касательной, то иззфетно /’(), 
Присоединивь уравнене у—=И2). 
найдемъ точку касаня (г. у), 
5 5. Прилюры. 1) Эдлиись. Ураввеше' эалипеь ееть: 

«РЕ --айб, 
продифференцировавь его, получим: 

Зазуу--2Ьарфе =0, 

откуда си у о 
Уравневе касательной къ этлинсу въ точкБ (г, у) есть: 

; 62 
У —2), 

или но упрощени: 
«уу Ха. 

"То же уравнене можно получить изъ дифференшала уравневя 

кривой, вставивъ въ ного вуфето 42. Фу пропорщенальныя имъ 

количестве Х—х, Уч. Такимь образочъ получимь: 

ат) ХЫ— 
Аи аут х Ха 

Посмотримь теперь. какова кризизна эллипеа, Дая этото нахо- 

димъ вторую производную дифференцируя первую: 

ви фаз 
з. 2: р ау _ ааа ая 

2 бут ия 
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Числитель упрощается еще при помощи уравневя эллипса. 

в. 
уз 

Полученное вырашеве второй производной показываеть, что 

знакъ вя обратень знаку у. 

Саловательно, нри положительныхь значешахь у вторая про- 

изводная отрицательна, т.е, кривая иметь видь при отридатель- 

зомъ У кривая располовень тахъ _/; это согласно оъ нотиной. 
2) Парабола. Диффоренцируя уразяеше параболы у==2рх, 

позучииь: Зуду--зоах 
4 __Р 
@ у 

Уравневе касательной веть: 

уу, 
их уу рХ— р. 

Вторая производная будоть: 

Фу _Р.а 

ай у я 
СЕбловадельно, кривизна параболы раепредёляотся тазь же, 

какъ и въ эллипсв. 
Найдемъ хлину субнормали параболы РА: 

РУнйи МЕТ 
результат, какого и елфдовало ожидать. 

3) Ловривмическая кривая. Эта кривая нзоброжается уравнещемъ: 

Тажъ какъ 

то криввя иметь прибзизительно форму, представленную нь 
черт. 16. 

Производная данной функии вызеть видъ: 

4 
4 

Вторвя производная есть: 

ау 1 
бт’ 
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Такъ какъ 2?” всегда положительно, то криван везхф имфеть 

видъ кривизны ^—^. 
Другая логариемичеекая кривая предетавляетея гравненемъ: 

ч==а". 
4) Циклонда, Циклоида есть привал, образуеная точкой круи, 

хазтящинося по прямой линёи. Кругъ этотъ называется образующимь. 
Выведемъ уравнене циклоиды. Иозозвимь, что образующий кругь 

ращуса Л катится по оси Х (черт. 17) и мы сябдинъ за точкой 

его окружности, прошехией черезъ 0. Возьмемъ другое положе- 

ше круга С; точка. бывшая прежле зъ О, потадеть въ М. Соехи- 
нивъ точку М съ центромъ С, проведя МФ | СР и обозначивь 

уголь МСФ черезь ш, будемь ичЪть: 

и СИЗ шо — АН. 
00=СМ Со» = ВСови. 

ор—=Мр—Ви. 
Выражвемь теперь координаты точки М; 

ОРЕХ=0Р-Рр=Ви Пиши) 
МР=У—СР—09=1— Пбовш = ВЕ Созш). 

Вырьженя Х= Вии) . 
УС) 

можно считать за уравнева цикхоизы сх добазочнымь перем%н- 

ныиЪ ш. Чтобы получить уравнен!е въ обычномь вихф, необхо- 
имо исключать \. Для этого выражземь Созш изъ второго ура- 

зневя: совы 

и выражаем» синусь черезъ косинус: 

Замтивь, что оной ы 

вотавалемь ш и Унш въ первое уравнене: 

К Г ии 
Хх Во о уя .. (8) 

'Уравнеше это обычиаго вида. показываегь, что кривая тран- 

сцевлентиая. Оно показываеть таке, что кривая--перюдичесвая, 
тавь какъ уреввене можеть быть представлено въ вид: 

8—1 Хх 
ее =6о:\ п у. я). 

5 



Чхобы получить производную га днфференкируемь уравнения 

{8) по и; 4 ВА Сози)во 

ау—ЕЭтшй и, 
Я ПЗимь УЗВ в = 

Отсюда #— НИ бозь) у“ у Л. 

Найлемь плину субнормали РМ: 

И: Е РУ=Виы РИМУ, - \\/ —1=У@88—%)= 

—УбР. 96—=Мо=РР. 

Итакъ, нормаль ММ проходить черезъ точку опоры круга, Эт& 

точка опоры дВлается какъ бы мтновелнымь целтрохъ окружности, 
еъ которою совпадасть элементь М циклоиды. Это свойство ци- 
клоиды было извёетно еще Евклилу. 
$ 6. Полярныя координаты. Узоль касательной съ полярной осью. 

Носмотримъ систему Декартовыхь координатт, принявъ полярную: 

ось 38 0сь Х полюсь О—за начало (черт. 18). Въ этомъ случа 

. @ 
тантенеъ угль касательной съ осью равень г. Остается только. 

[ 
выразить Е черезъ полярныя координаты р и ф,`Т. е. совершить- 

преобразованию коорлинатъ, 
Имфемъ: 2=б03ф 

у—У"Знф. 

Диффереинируемъ эти выражентя: 

4%— Созфар—р8шф. 9ф 
ду= Бира -НрСозфаф. 

Отеюда: 

: зе +205 9 от. М -@--рСоврба Е] . 
в Оозхар рифф 

со — Эф 

$7. Уюжь касательной со радусомь-векторомь. Весьма важную- 

роль играеть уголь © касательной съ рашусомъ-векторомъ, Опре- 
дЬляемъ его изъ треугольняка ОМТ: 

в=7 9. 



ЗДифемь: ит 
4х 

пр. ЗИФ 
ыы Созф 

Слёховьтельно: 
ау Это 

18Т-6Ф № 005 _ Созф.ду—Зир.@х . 
Т.Ф | 5 Эф Софа р ду 

42 бо 

420. 

ЗВетавдяемь 42 и @у: 

_СозфЗф- Ф--"Созфаф)— оф <С03ф, 97 —Зфаф)_ 

9 бозоСбозфа о очи. аг--7бозф. фу > 
__ Соззо--ЗНИруаф Фр 
НР боьаияд" Я еенннннн 9) 

То же выражене можно получить иначе: ЗамВтивъ, что 

чапишемъ: 

золучииь; =—= ела 

На = +6) 
Отеюда: аду уфе ура, 
Такъ какъ, дифференцируя выражене: 2 |-у:—22, получвемь: 

8Е--увх тат, 

то, замфаивъ соглисно полученному числитель и знамеватель, бу- 
декъ ить: 

хду-чих зар 
С отруду — 

$8. Отрльзкы. Если кривая дана 00 полярнымь коорхинатамъ, 
Фсь которыхь—0г и полюсь 0 {черт. 1%), то длинной каезтельной 



считаетея отрёзокь ея М8 оть точки касашя до вотрфчи съ пер- 
пендикуляромъ къ радрусу вектору ©.М; длиной нормаме считвется 

ММ, т. в. отрзокъ до того же перпендикуляра; яодкасательной 
считается 08 и поднормалью—0М. 

Найдемъ давяы вебхъ этихь отрёзконЪ: 

Изь треугольниковь №05 и МОМ: 

Об--5И-=ОМЫЯ МЮ = пу ра 

о ны № ав 

М5 паал убор а Я... (1 

ИМ норм. УЖО ИЗ- у Р ты а. (12 

$9. Примтри. 1) Архимедова спираль. Эта кривая выражается 

‘уравнешемъ: 
7=а. 

Давая ф значен!я: 

Мы получимъ для х: 
п зп О, вт от, а7т, чт... 

т. е. при вращении радуса вектора онъ увеличивается оъ каждой 

четвертью оборота нё изкоторое постоянное количество. Кривая 
имфеть формулу, предетавленную на черт. 20. Чтобы найти уголь. 
`радуся —вектора х съ касательной, дифференлируежь урежнеще, 
зривой: 4г-— а4аф. 

Слвловательно: 
_ = СВ 98— надо = 

Такъ квкъ есть величина и остьвно- положительная, то #49 

зеегдь положителень; поэтому уголь 9 для Архимедовой спирали 
всефа острый. При усе 1ув-Еоо 

п 9, 

т. © въ предфаЪ, ярм безконечно-болущинь г поль 9 стремится къ 

ярямому. 
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3) Лоюрномическая спираль. Эть кривая изображается уравие- 

немь: г=а® 

Выпнемваемь нВкоторыя ‘значеня ф и соотьфтетвуюнця имь 

значеня я: 
=0 

у— ат. 

Характерь изифнон радуса вектора указываеть приблизитель- 
ную форму кривой (черт. 21). Аргументь можеть получать и от- 
рицательныя значеня: 

т т 
Ф =в`* 

= э=и-“=.0, 
Послёднее равенетво показываеть. что радусъ-векторъ лишь 

зъ предваь дЪхается безконочно мелымъ, т, © лоарномическая 

спираль асимитотически приближается ко центру. 
Лая нахожденя угла ©, дифференцируемь уравнеше спирали: 

або 
СлЪдовалельно; 

4 74 с РИ... Совы. 4 р в 
Итакъ, уюлъ касательной и лошриемической спирали съ райиеот- 

векторомь имъеть постояниую величину. 

0 

ГЛАВА ВТОРАЯ. 

Касательная прямая и нормальная плоскость кривой 

въ пространствё. 

$ 10. Касательная лиша дал случая лэныхь функий. Кривая 

линя, какъ извфетно, опредфляетея въ пространствЪ двумя урав- 

нонями, положимь, уравненями: 

а=Ка).  у=А2). 
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Возьмемь на этой кривой (черт. 22) двф точки: Ах, у,2) и 
М-- Ал, у-- Ву, = Ая). Проводя чорезь эти точки сфкущую 82, 
„звийтимъ, что проекщи отрёзки 212’ на оси координать суть 

Дл, ду, Аг. Такъ кажъ длина отрфзка выражается корлемъ изъ 

суммы квадратов въ его проевшй, то: 

им’-УтАутрАя 

Положен!я сЪкущей опредЪлятся сябдующимь образомъ: 

Ах д; 

Со Иир” удртрдутрай 
“9 — Ау 

Со, ЗЕ АУРА 
Аз бов.) — А Ш — 

ок) МАР УЕ 
Уравнеше ея веть: 

Ей 

Чтобы перейти къ касательной, преобразуемь выражене косн- 
вусовь угловъ сёкущей оъ осями, дВая числитель и знаменатель 

на Дл 
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ТПрехвльныя значея этихъ косинусовь будуть косинусы угловъ, 
жавательной (Т,Х), (Т,У), (7,2); именно: 

& 
. 4 Со 7, Х) \= ис у утра рат 

4 

И, 
(0+ Па 

бо8(Т,7` = 4 

У ЯН 
Принято обозначать: 

дааа, 
При такомъ обозначени нынъ результать перепишется въ видВ: 

4х 
Со, 

Со, Уз. г я ааашннаи (138) 

сыр 

Система ураннеш касательной, какъ предлъ уравненй оЗку- 

щей имфеть видъ: 

ХХ _ ту _ 2 

Соз(Т.2) СозТу) © 

ихи, по подетановкв (138): 

. 99 

$ 11. Нормальная ялоскость въ слущиь явныть фущинй. Нор- 
мальною плоскостью называется плоскость, периендикулярыая къ 

касательной въ точЕВ касаны. Уравнеше велкой илоскости, про- 

ходящей черезъ точку (л, у, #) имфеть видь; 

Хуа -Ю-0. 
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Чтобы эть плоскоеть быша перпенликулярна направлению, харак- 

теризуемому восинусами: С95(7, 2). Соз(Т.у), Сез(Т, =) необходимо 

а __ В [Я 

без) бек.) бот.) 
Но по (13а) косввусы пропоршональны 42, ду, 4* и потому 

могуть быть замБиены этими дифференщалами 

д4_в_0 
42 Чу № 

Посафдвяя виетемв показываеть, что 4х, 4у, 42 пропорщюцальны 

а, В, С. ЗамБнивъ диффореншальми коэффищенты 4, В. С вь 
`уравненя плоскости, полузамь уравнен!е нормальной пзоскоста 

зъ вид: 
(Хе -уми-+—аь аз 

$ 12. Касательная динзя въ случень неявныть фуньшй. Кривыя 
даны уравненаями: ®—0, 

ть Их, ч, 2). 

Дифференцируемь оба уравнен!я: 

ди 9% 
ат -_@а=0 02% йу ди -- .@а==0 

ди 9. ; де 
ауте :=-0 

9 
'Исключаемь изъ нихь @2, положивъ первое на др 8 второе ив 

й 
96 
2 и сложив: 
98 

би де был, (= %_ *) 
РР р СЕРИИ Мл 

Отсюда: 
С 

бы б.н 
д’ Я т 

Еели изъ дифференщаловъ ноклюлить 4% илн у, полученное 

равенство пополнител еще однимъ члекомъ: 

ах _ ау 48 . 

ди 02 д м бд и бы м* 

д 99: а № бд 
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обовначимь знаменатели черезь Ё, М, № предетавамъ эту снотему 
въ ВИД: 

4г _4у _ @ 
их 

Шо параграфу 10 (форм. 14) 42, Чу, 4г пропорщюнальны (Х—2), 

(У) (2—2); оляовалельно: 

Ха У 2: Я... .ааннн. 6 

Это и есть енстема уравнен:й касательной для случая нелвныхь 

функц. Углы касательной съ осями найдутся из равенстяъ: 

ря 
СР ху Нин 

ОЕ И РЕРИЕЕА о 
Со. 

УеЕл- 
Уравнешя касательной львы можемь получать и иначе, въ нё- 

сколько дхругомь виз. Въ дифференщалы и и у вотавиут выЪето 
4т, ву. 42 пропорщоналеныя изъ (Х—#). (У—и), (2—2). 

О-о 
8», ОНИ 

Эти и будуть уравиемя касательной, такъ какъ сдфланная пох- 

ставовка возможна только для касалельной. 
$ 13. Нормальная плоскоеть дая случая неявныхо фуншй. Ура- 

вневше нормальной плоскости для случая нелввыхь функ возу- 

чимъ. вотавивь въ уравнеше (15) вуЪето 4х, Чу, 4г пропорщо- 

нальныя имь Г, М, №: 

КХ-®АМУ-ЮМЕ-А.......... КИ) 
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 

Васательная плоскость и нормальная прямая въ точи5 
поверхности. 

$ 14. Касательная плоскость. Положимъ, что имфемъ поверх- 
ность: и—0. Пусть черезь точку ея (2, у, 2) прокодить линя: 

и—=0, +=. 
Касалельная въ этой лиШи опредфляотся енстемой (18) и ле- 

жить, слдовательно, въ плоскости: 

НН. аз) 
Но эта плоскость не зависить отъ поверхноети $, т.с. ие м8- 

кяется при изфнеши ©, поэтому въ ией` лежать каевтельныя ли- 

ия ко всьмь кривымъ, лежащим на поверхности в н проходя- 

щихь черезь точку (х, у, 2). Такая ллоскость и называется *а- 
сательной. 

Уравнение (19) впервые было получено Иваномь Бернулли, 

$ 15. Нормальная прямая. Косинусы угловъ нормали ММ в 
осями координать найдемь, раздБливь коэффищенты урввненя 

изсательной плоскоети на корень изъ суммы квадратовт, коэффи- 

щентовь (знаменатель нормирующаго множителя). 

6059,2) =608(1, у2) | 

Со Му ==Сов(Т, =) $ (20) 

СТ, чё) 

(21) 
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$ 16. Частный случай. Положимъ, что уравнеше поверхности 

фЫтено отновительно 2 т. в. инфеть ведь: 

2—{<, у). 
Чтобы можио было примфиять наши формулы, переносимъ все 

зъ 1Ъвую чаеть и обозначаемь 2— И. у) черезъ *. 

Продифференцировавъ данное уравнен!е по д и у, получим: 

Жифференцироване м даеть: 

В 
Примфняя формузу (19) получихъ уравиеше касатезьной плос- 

кости: —#Х—®у-—у-—) 0, 

или их-я-ку-)—(#—) --.. 3. (8%. 
Косинувы угловъ нормали получають значение 

Со5(№, == (М, 2). я ы 

оу 
ПР 4... ...... 8 

Соз(М, 2 
рр 

н уравнене нормали принолится къ виду: 

Х— Хи 
= иениниь... (24} 

или (Х—=+(#—)-50, 
(ИК... лнннь + ‚ (25) 

$ 17. Итомтрь. Ноловимъ, что дана вфера уравнененъ: 

ааа, 
Уравнене касательной ест 

ик, 
вли, по раскрыци скобокь и послф зачны 2 у? черезъ 2; 

=Х4уУ:2.--т....... «.::::.. (68) 



Урввиен!е нормали есть: 

Очевидно, что нормаль проходить черезъ начало, т. в. черезь 
‘центрь шара. 

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 

Кривизна плоской нривой. 

Зопрось о кривизнё ливи впервые быль ноставленъ Лейбни- 

чемь въ 1686 г., т. в. черезъ два года послВ открыйя дифферен- 

чуальнаго исчисления. 

$ 18. Лемма. Кводрать дифферениала душ равень суммь кзад- 
ратовь дифферениаловь коорбинать, т. е. па плоскости 

аа 4у?. 
Доказательство. Возъмемъ точки кривой Их, у) и М”#-НАх, 

У-+Ахл) (черт. 24). Если ММ есть касвчельная въ М, то 

^9-МЧот=ла 
"Такъ какъ дуга, больше прямой. соелиняющей ея концы и меньше 

вишней ломаной, то: 
нии 
мм’>им 
м 
иМхик мм. 

ИМ’ есть приращеше дуги Аб: слфховалельно: 

В5>УА- Аут 

чи 
2 се м 
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ЧЕерейзя къ прелёлу. Прем пить: 

= 1 
тут р 

р: на, т 
тсюда: 

аа 
Изь (27) полузины 

уз; Фут. ах. 

8 въ предЁлахь @ и В равно: 

„УГЫРС-4». 
$ 19. Тоомя соприкосновеня. Положим, что даны двЪ кривыя 

(черт. 25). 
у-Ез) ==). 

Кривыя эти переефнаютел нъ пузкоторой точкё Ма, 5), такъ 
что $: ЕЖа). &—=Ка» 

ЗВзанъ на обфихь кривыхъ по точкЬ М, М съ обециесой (а--®), 
получихь: 

Жи й): №Р' -Ка-®) 
н слБаовательно: 

М№—МР’—№Р»..Еа-№-—Ка--№). 
Разложнмь выражене №Р’и ХР’ по теорем Тейлора. 

‚ 
МР’ Ка Е Ре ... 

. с 
р-ка”... 

Тогда: 

о Г ча ГРА мука ЦЕ@-Го ЕР) +... 
Раземотримъ сяфдующуе случая: 

1) Да=Ка). Въ этомъ еауч8ф отрёзокь ММ есть безконечно- 
малая перваго порядка, кривыя пересвкаются. Назовемъ этоть 
случай случаем соприкосновеня нулевою порядка. 
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3) Ка)-=Да) ч крох№ того: Р«а)-Ё(а). 
Отрёзокь ММ воть уже .безконечно-малая второго порядка. 

Равенство производныхь показываоть, что кривыя имЪють во 
эзятой точкё общую насательную. Онф имБють сонрикосновене 
первизо порядка (зерт. 26). 

3) Жау-=Ка), Рау-Ре), ЕР". 
ММ есть безконечно-малая третьлго порядка. Кривыя имвють 

относительное расположен, представленное на черт. 27. Такое. 

расположеню называется соприхосновещем» второю порядка. 
Вообще, если фуниши м всь иль производныя д0 п-ой включи 

зиельно длаются равными, кривяя имтють соприкосновеще п-ю 

порядка, в отрёзокь №№ веть безконечно-малая („--1)-го порядка. 
Частный свучай. Соприкоснонене св примою. Прямая можеть 

имфть въ произвольной точкВ кривой соирикосновеня только 
первато порядка. Въ самомъ дёль, прамая опредёляется двумя 

параметрами; для опредфленя этихъ параметровъ находились два, 

уеловя, которыми служать равенство функций и равенство пер- 

выхь производныхъ, т. е. условя соприкосновсшя перваго порядка. 
Положнит, что дана кривал: 

9:2 
и прямая у—ая- В: 

которыя нифють общую точку (а.5), такъ, что: 

Вал В. 
Продифференцировавъ уравнен!е прямой и вотазивь 2—0, по- 

лучинз; 
Изъ прелыдущато уровня опрелбляемъ: 

В=6—а/а). 
Вотавивь эти значения а и В в® уравнеше прямой, буденъ 

иифть: 

и Гфе-тьа/ а), 
или р’ахг—фа), 

„ т. в. ураввеше хасательной въ данной точкЪ (я, 5), какь и должно 
было получиться. 

Въ огобышь точкахъ, кривая можеть нуфть съ прямою соприво- 

сповеня н выешихт порядковъ. 

$ 20. Центр» и радусь кривноны в Декартовыть координаталь. 
Опредьемя. Кругь, иуЪющЙ съ даннов крявою соприкоснове- 

н1е второго порядка, называется хруюлмь кривизны, РАЩУсь его и ` 

центрь называются радикомь м центромь кривизны. 
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Пуеть уравнеше круга кривизны есть: 

(а (у-ва 
Дифференцируемъ его дна раза: 

@- ау Вино 
Чада (у Рау 0. 

Второй дифференшать представляется еще такъ: 

а (у—вВуву—0; 
отсюда: 

да 
ув ау” 

Изь перваго рота навдемъ: 

и 431 
в и = 424" 

Изь двухъ послёднихь выражен опредфляютея координаты 

центра кривизны. 
Чтобы найти ражусь кривизны, вотавляемъ зизченя (х—а) и 

(/—В) въ уравневе круга: 

‚д, 4, а дааа 4 
Рая’ Г уз Г ая" Пя — Чевуе 

Отоюла: 

(28) 
а 483 ( ця 

И 
Скобками обозначаемъ, что берется абсолютно величина радуса, 

такъ какь онъ считается существенно положительнымъ. 

Та же формуда (28) посл незначительныхь преобразований 
приводитея къ сафлующимь видаме: 

(Чезцу: м 
— Ч. ау (28’) 

Яу 

Г 
(28) 

(28") 

Кругь кривизны дли огобыкь точекъ при оси можеть имёть со- 

прикосновене ©Б нею выше второго порядяз. 
0 
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Формулы (28), (25’), (28”), (28”) выражаеть рамусъ кривизны 
въ случа, если главнымь перемфинымъ считается 2. Для перо- 
хода кь случаю, когяа 2 и у заешсимыя ивремьнныя воетго. удобиЪе 

воспользоваться формулой (28”). Накодамь ея знаменатель, ечи- 

тая хи у в8 зависиюыя перемВиныя: 

ду. _ 4 (%)-- деФу дух 

ая а то 
Слёдовательно: 

АНИ 
+(#) 17'я льва 

Р— дру —аийг — Чыу Чиа 
Если главвымъ перечённымь считать у, то 3у==0 и 

483 
ау 

Положивъ 4—0, т. е. считая главнымъ перемфиныхь х, вер- 
немся къ выражешямъ (328). 

$ 21. Уюль смежности. Очевидно, что нормаль вь каждой точкть 
зротодить черезь цениръ кривизны. Уголь между двумя соебдними 
вормами (инвющими, слВдовательно, нересчене въ общемь для 

обфихъ точекъ центр кривизны), называется уломь смежности 
и обознычвется Фо. Тавъ какъ дуга кривой между хармя смежными 

точками можеть быть принята за дугу окружности, то 
раны, 

дата Угри 
ЕЕ =» 

. (9) 

= 

откуда: 

$ 22. Выражене рафуеп кривизны вх полярныть координатахь. 

Для перехола къ полярнымь координатамъ диффорендируемь фор- 
мулы преобразован!я коордынать: 

2—Созф, у—"Зщо. 

получимъ: @2—Созфаг—яЗшфаф. 

дук бовфаф. 
Второе дифференцироване хаеть: 

9®-=бозфа—Втиреиаф— Бир ф—Созфй а — 
—Созра?-—ЭВуируувф —"Ооафаф? 

Фуа --2Совфтф—гЗнирЯ <», 
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Вотавивф полученные дифференщеды въ формуду (29), цо рэ- 
«крыи окобокъ к по приведены подобдыхь чдекавь цолучимь: 

3 
р 4 о. (80) 

зар тара 
$ 23 Нагождеше рай уса привизны способомь безконечно-мальхь. 

Проведемь нормали въ двухъ смежныхь точкехь кривой М и М” 
(черт. 28). Нормали эти пересфкутся въ нкоторой точкв (С от- 

стоящей оть 2 на разотояьйи 7. Очевидно, что: 

ТАБ что 
Соединивь М сь М’ прячою ланюВ, получииь треугольникъ, 

однихь изъ угловъ котораго служить уголь смежности Д—<Т МОМ’, 

; п 
друйе углы имфють предфломъ 5> наприибръ: 

к 
ии’0—=—; 

оторонь ММ’ равна, очевидно, Уля--Ауе. Построенный треуголь- 
пикъ даегь соотношене: 

Е мм’. 
АТО оО М” 

или по подетановьй соотвЬтетвеиныхь значешй: 

р--= _ У Ауя 
Соп — Задт ° 

Раздёлииъ числитель и знаменатель правой части ва Ах: 

А 
Ах) р: 

боя = Яадт 
Де 

я перейдемь къ предфлу, замфтьзъ, что 
ЗшАт _. ГЭшАт Ат] т 

Би ны У ИТ 

олучииь: 

Такъ какъ угожь смежности Дт разень прирыценно ДТ, угла 

10* 
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касательной съ осью 2 (по ‘перпендикулярности сторокъ), то для 

нахожленя его хифференщела, хифференцируемь выраженте угла 7. 

-_% загс ие или Таги 

ай Фуа 
Получится: #=ат=— аа 

С) у) + ду 

Ветавивь это выражене, придемъ къ извфстяой уже намь формул: 

бьет дд 
= ар. 77 аа. 

ГЛАВА ПЯТАЯ. 

Развертки плоских» кривых». 

$ 24. Понятие о разверткь. Разверткою (или эволютой) мазы- 

вается зеометрическое мтето центровь кривизны. 
Для опредъдемя координаль центра кривизны, мы имфли ($ 20). 

‘равенства: 

ИИ: 
паек И Ву 

Ф ду 
отеюха: 5—7 у’ = 

3 
-ь, 

Уривнеце развертки (съ текущими координатами В, В) получимъ, 
присоелинивь къ написаиныхкъ равенствемъ уравневе кривой: 

Иту)-=0 и исключить хи у. Итакъ, уравпено развертки сеть 
результать исключеня 2 и у изъ системы: 

482 фу ВУ 

48? 
У у 

Иа, у)-=0. 
$ 26. Свойство первое. 
Касотельноя к куввой и ко ся раздертит вутмно пертекдику- 

...@81) 
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лярны. Напишемь уразнеше круга кривизны ни его первые два 
яифференщала ($ 20); 

(2-Х? 
(2—о)4е (у Вау=0 
47--(у—вупу0. 

\Трохифференцируемь уравнеше круга, считая перемфиныии 

УВВ р 

(#—иХаа—Ча)--(у—ВХау-—@)-=рар, 
н вычтемь изъ этого дифференшала дифференцель по шину: 

получимь равенство: 

оо, 

4.4... 69 ‘откудь ар=— 

Продифференцируемь по д, у, в и В первый хифференщаль 

6 ди у. 
(ах аодаз-Кау-авуау--(у—вву-о. 

Вычтя изь этого выражешя второй дифференщаль по хи у, 
получимъ — 44.4: 8.4и—90, 

48. Чу _ 
или, что то же Е =0........ Чечне „. (328) 

Е предотавляеть тангевеъ угла касотельной къ кривой сх осью х, 

88 да ть подобная же функщя дяя развертки, такъ какъ аи В 

служить ся текущими коордикатами. Услове (82%) выражаеть 
перпендикулярноеть обфихь касательныхь, т.е. 70, что мы хотёли 
хдохазать. Изъ гоказаннаго слёдуеть, что развертка касается веньть 
нормалей кривой (черт. 29)- 

$26. Овойство втогое. Дифферениаль дули развертки равень диффе- 
рениалу радгуса кривизны кривой. 

Для опредфлешя положеня дентра кривизны мы имфли уравве- 

: . __ 48? 4 4 зия ($ 20): Е И у 

ТРаздьливъ эти равенства в& выражене рамуса кривизны: 
45% 

о аа) 



получит: 

Дфлаемъ подетановку въ раненство (а): 
4. @.в цу . ва 
тои" ибо 

Фнремвияемь Чу изъ резенотва (328): 
Ча. 42 
в 

р: ЕО | 

== 

в вотавляемъ зъ выражено фо: 
Чех В -- а — одавчаао 

Удалар? -- даа? 
4 

али Яру Чоз-ЕВЕ, еее (32 
что и требовалось доказаль. 

Обозначивь У40?-ЧВ® черезъ (о, будемь нибты 
Чр==4о, 

или, пронитогрировавт: 
р—=в-+0. 

$ 27. Свойство зпрение: Разность между двумя рафусани кри- 
внзны равна заключиющейся между ними дупь развертки. 

По предыдущему для точекъ кривой ДА и 1” имфемь: 
р—а--0. 

ро’ о. 

ЗВычтя одно равенство изъ другого, получиме: 
р’—р-=0’— 0. 

си 5’ суть приращены дуга до О и 0’оть вфкоторой точки 0. 

Слловательно: р’---р==00"—00-=0'0. 

Доказанное свойство позволнеть по разверткВ строить кривую. 
Радусы кривизны проводятся кноательно къ разверткВ я иё нихъ 

откладываются отрёзки, отличающуеся одниъ оть другого на длину 

соотяфтохвенной дуги. 

$5 28. Радуесь кривианы и развертьи циклонды. 

Возьмеме уравненя цикхоилы (8): 
х— (ин Вин) 
+= -—-Сози). 
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Чтфбы ивйти ражусь кривизвы и коорхинамы понура ‘врузизны 
какой-нибудь точки, издо оставить первый и второй дифферек- 

алы, а также дифференщель лугу. Продифферевцировавь ура- 

вненя кривой, получимъ: 
Ял—Н(1—Совш) дир 
ду Виши, 

 отсиха 4 В 
отек у ° 

Изъ второго уравнешя кривой, имфемъ: 

Совш— Я, 
у 

слфдололельно: 

Вини— я 

ЗВотававь это значене вы, въ первую производную будемъ 

имть: 

имя 2 я 
Находимь вторую роману: 

28 

ау __ 28 „2 в. 
о ВЕ 4 в ши 

2\/— —1.у \/-——1 
\ у у *\ у 

Бвидрать вифференщела дуги будеть: 

дааа ан ря 

Ве найденныя величины подставляемь въ формуду ражуса 

кривизны: 

Такь кажь у—=9м, то: 

р— 2/20. 6 М=2ММ. 
т-е. раййусь кривизны равень двойной длищь нормали. 
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Кооурхинаты дентра кривизны найдемъ изь уравненя ($ 90): 

имено: 

З— у. 
з аа №". а и ружей 

ау’ ау 
Зам®чаенъ, зто ординаты  аверки разны по абеолютной ве- 

личин% ординатемь кривой (то-же видно изъ треугольниковъ 

МОМ и ФЕМ). Ножставивь выражешя х и у изъ уравнейй 
вривой, имфемъ: 

а—и-Е $1) 
в— Або), 

Это—уравнен!я развертки, изъ которыхь видно, что развертка 

цпикловды есть также пиклоида ОО’Р8 из черт. 81). 

$ 29. `Рабусь кривизны и развертка эляняса. Для эллинов ны 
ини ($ 5); 

Найдя диффервнщазть де 

ах Е 
оба ие (ая), 

вотавляемь его въ вырькене радуса кривизны: 

дана ыияуналиа (оба 
2буз. ах а ат 

Найдемъ ражусь кривизны для точекъ А(а,0) и В(0.) (черт. 32). 
Дая 4: 

де, 

Дая В; 
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Центры кривизны для этикъ точекъ находатея приблизительно 

въ Оли Оь. 

Найдемь координаты центра кривизаы лая общьго случвя. 

'Имфемь: 
С аа 

коми ен 
ре ам, (ионы, 4 2 ый 25/6 = 

отвудь: 
аи она ациыаа 

= ай = аа 
Е ЕТ 
Вы 9 и 

Уравнене эллииеа 2^/2--1122—а2 даеть соотношен!я: 
аа ах» 

«лВновательно, а и В выразятся такъ: 

аа оф ааа 
= «$ 7-я ы 
а аа муз фа р: 

8—9 РЕ п У 
Чтобы найти уравнеще развертки. мы полжны, принявъ ви В 

за текушля координаты. неключить хи у взь уравненя кривой. 

Изъ только что подученныхв выраженй нуфемъ: 
рии — 

„=\ Ч, у 

или у = 

ГЫ й . 
Есля обозначить — черезь ян Щи 10 уравнеме прини- 

Ю 

(5+0 
маеть визъ: 
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Уравнеме это, изображаеть кривую, назызаеную детроной 

(черт. 33), восемиадцатой степени, 

Дйствительно, нохожавъ; 
о, в==т, 

приведемъ его къ тажому иду: 
2 п 

эВ — 
“Гри поелфднйя равенства по исключени Е и п хаютъ разометри- 

наемое уравнене; ко степени этихь равенствъ относительно ие- 

ключаемыхь величинъ равны 3,3 и 2. Результать исключетя 

имфеть, слёдовательно, относительно а и В степень равную 
3.3.2—18. 

ТЛАВА ШЕСТАЯ. 

Кривизна кривыхь въ пространств. 

$ 30. Оопвижосновене кривыть дволкой кривизны. Положимъ, что 

ханы въ проетранствВ дв® вривыя: 

2) 292) 
у-=ж(е). 

Въ случа пересбченя: 
Х=-я, Уз Я=г. 

„ К)-=9(#) 
чех@).. 

Пересфчемъ наши кривыя (черт. 34) плоскостью, варахлельной 
2у и проходящей на разетояни оть нея, равномъ #--Дл. На 06%- 

ихъ кризыхь получлыъ точки, опредфляемыя равенствами: 
2--Аа=К--42) 2+Ал=Ф(а-- Аг) 

уу 2) у-- духе 64. 
Разотонне ДРМ” между этими точвами выразится такъ: 

Ага) е-Аре-ЕАР) Ар. 
Разложивь функщи $ ф. чи х, по правилу Тейлора, получиыъ: 

Ако оли Ре ид 

+ [ею ед+..-|. 
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Повторяя рвзсукденёя, подобиыя изложеннымь уже кля плоекихь- 
кризыхь ($ 19), закзючимь, что для сокрикосновевя 1-0 порядка 
зеобходимо равенство нулю функый и иль производныль 90 п-ой 

включительно, н что разстояше © есть безконечно-малия порядка на 
единицу больииио порядно, воприкосновена, 

$ 31. Соприкасающалея плоскоеть. Поствнимъ себф задачею 
найипи ру, ильюний съ кривою въ данной точь соприхосновене 

второго порядка. Такой кругъ есть круь кривизны, его плоскость. 

называется соприкасающейся плоскостью (Мат озещаеит). 

Пусть дана вривая: 

Х=Кг), Уч. ` 
Уравненя круга кривизны и соприхасающейел плоекости юыф- 

ють вндъ: 

еде 
4(х-—@--В( 1—5) 6—0. 

Он заключають мость ноизюфетныхь параметровь в, В, & — 

координаты центра кривизиы, р--рашусь кривизны, и двь отио- 
шейн между 4, В н С- параметры соприкасающейся плоекости. 

Для нахождевя этихь пораметровъ соетавляемь еще четыре ура- 

внешя, даффоренцируя инфющулея хва раза, при чемъ дая сим- 

метр: ве перемфиныя считавиь завиенмыми. 

Первые дифференшалы будуть: 

(Х— д-КУ-В-НКЯ- 6420. 
де Ву-- ОЧ: 

и вторые дифференщалы: 

(Хова--СЕ М-КЕ—баеы 
Ах Ву Сев 

Такъ какъ мы разематриваемъ значеня параметровь а, В, ср 

4, В, С дзя точки пересёченя данной кривой съ кругомь кри- 

визны и соприкасающейся плоскостью, то для ихъ опрадбленя 

замфняемь текупия координаты х, у, 2 координатами точки кри- 

вой х, у, 2. Замётивъ что 

д-ра 
тд 4 есть дифференшаль дуги кривой всякой кривизны, позу- 

Зимъ изъ палихь щости уравнен тождества: 

аа в 40 
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аувне- = @) 
А(г---- ВВ ® 
(с оае-- у Ба бйз=0 © @5) 
Аах-|- Вву-- баг-0 я | 
ава ву--е-оео (©) 
дазт-- Вау ба0 Г 

омножизь равенетво (9) на 4 и вычтя изъ него равенство {/), 
умноженное на 42, получииь: 

ах. ае—4:.4)-- Вау аз Фу. 
Исключая подобнымъ же образомъ поелВховательно Ви А, найлемь: 

ах. ду.) Са Фуфау = 
Вау фиат. О еее. 

Изь трехъ послЁднихь равенотвъ вытекаеть: 

А Е: с 

ду фор. цз рее ах .айу ву. 

ХКозэффиценты уравнены, соприкасающейся плоскости 4, В, С, 

пропорщональны косинусамь угловь », и, у, образуемыхь этою 

85 

плоскостью съ плоскостями координать: 
р: в с 

бозх в 
Замфнивь эти коэффищенты въ выражен (34) косинуевии 

угловь, будемь имфть’ 

Со _ __ 6 Созу .. (48) 
и. 42.49 Ч.фе- де. Че. Фу ду 

Ветавляя въ уравиене въ начал этого $ вызото 4, В, С про- 
чорщональныя имъ количестав изъ выражения (34), получимь ура- 

зяеве соприкасающейся плоскости: 

{дива Ч ХФ (аа ав (УВ 
ауди -в)0.. . 85) 

Вычтя изъ этого уравненя тождество (835), можемь написать 
эго въ видВ: 

(у.е —4а. ухе фе-аа ФХУ 
4. Фуд. аа. 

.$ 32. Косинусы узловь сопрыкасающейся плоскости съ плоскостями 

Сонрикасвющаяся плоскость, какъ видно изъ ея ураанешя, 
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образуеть съ координатными нлоскостями углы, жосинуем коте-- 
рыхь суть: 

дудге—де. ау Соз\ = : 
ОКА рак а ЕНВу пи 

, ка 
Совь == 

^ Удав даа (ава Чафе у (аиу_ буд 
озу Чхазу —дуд*с 

Уаз ан (дз дуть 
Этя выраженя можно упроетить. Раскроемъ скобки въ подко- 

ренномь выражени. которое обозначимъ черезь Р: 
Раедузазия 4 дали" оаудадеуае делали деи» 

— дада -- Фаза? дузазхя —асауайта*у. 
Прибавииъь и вычтемъ сумну (Чат? -|- Ауд" | 44а); вынеся 

за скобки квадраты зторыхь дифференщаловъ, получим: 

Р—Фзка-- дуг) указа 42) 
‚ка ау - ааа) Чазае- дру нага 
дал Фу? 49а?) — (доз Чиу-- ава. 

Продифференцировавь 45%, замфтимъ, что вычитаемымь служить. 
(18.42). СлЬдовахельно: 
К 
Косвнусы ^, р, у, выразятся боле простыми формулами: 

Чу. —в2-Фу 
Ах 
ду ра — ааа 

` 42. её. 
о 

дву ани ная 
соку 4. ди. 

— ув ааа 
Если главнымь поремфинымь считается $, то 45% пропахаеть - 

$ 32. Главная норналь. Въ данной точкф кривой двояакой кри- 
визны можяо провести безчисленное множество нормальных» пря- 
мыхъ; всякая проходлщал черезъ иве прямая, заключающаяся въ. 
кормальной плоскости, будегь нормалью. Но среди’ этихь ворма— 

лей существують д замфчательныхь: это нормаль, лежащая въ. 

соприкасающейся плоскости, называемая мавною, и перпендику-— 
хярная къ ней, называемая бинормалью. Иайлемъ уравненя глаз- 
ной нормали. 
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.. Изнищемь равенстви (33%) и 33°): 
АХ) ВУ Е-е 
(Х-да-КЕ-Вчу-(й ся, 

Еели координаты центра кривизны а, $, с считаль текущими 

жоординатеми, то первое равенство прелотавить собою уравнеше 
оприваевюнейся плоскости въ точкВ 2, у, г (35), & второе-—ура- 
вненю пормальной плоскости (15) въ той же тачкВ. ОлЪлова- 

‘тельно, совокунность этихъ двухь уравнений: 

Ае-—-Х-РВи-К-НОС-Р-0 
(2— Хау Кну-е-Емеы0 

чтредставать собою главную нормаль. 
Далимъ уравнешимь главной норуали нВоколько иной вылъ. 

Умножиль первое на 42. а второе—на с и вычтенъ одно изъ 
другого: 

(а4г— би Х—)--(Ваг баку, 
Х— У. 

Ве Оу Са Ач” 
Исключая изъ первоначальныхь уравневй Х-—2) или (У—#), 

получихь второе уравнеме. Такимъ образожь получимь систему: 
Х— У й—= 

В42— (ау 042-244: Аду Вах” 

Найдемь у знаменатель пропоршй (34) и выразимь изъ кихъ 

{Ва#— Сау): 
Ваг— Сау ати — да: -дич хе дхауа?у) . 

Прябавивъ и вычтя во второй части тей, будемъ им ть: 
Ваг— Случаи — пает--аичу Ча) 5 

(ях — 449). 
Такимъ же способомъ найлемь: 

Саг— даг-ол ву — ди) 
АЧу— Вага ав: — да), 

ли 

«отеюда: 

Вага, _ Онг— 44: _ Аду ах 
Яр аады Чу Чт фе 

сяЪдовательно, полученную систему уравнев можно предоставить 

жъ вид: 
Хх у 2—2 

дах Ча фазу цу фе Ча" 



— 159 — 

ЗВь случаЪ, вели з главное перемфнное, уранненя примуть вить: 

Зь этомъ вихБ они легче запоминаются. Оть НихЪ же хожно 
перейти и къ общему случаю, т. е.. когла главное перемфиное пе 3. 

Для этого надо разайлить веВ зяаменатели дробей на 45 и вы- 

Я {2 
какъ производныя =. =>. =. наприис 

в 5 

4(ы 
Ч 

Ту же систему можно предетавять яъ вихи: 

ети. 
4 9. Е) 
ат) 6) 

Уравяеня главной нормали (см. въ первоначальномь видв) 

удовлетворяютея координатами центра кривизны: а. 6, с. СлЬцова- 

тельно, злавная нормаль проходить мере ментьь кризнаны. Вета- 

зивъ а, В, с въ уравноюя кормали 

зучимь тождество: 

6) 
яыфющее фото, если главное перемфиное . Изъ него можемъ, 
ло предыдущему. получить тозлества, справедливый при ироиз- 
зольномь иеззвисимомь перемфнномъ: 
$ 34 Центрь и рафись нервой кривизны. Шусть тлавное пере- 

уВнное з. Фогда по предыдущему: 
- хё: 'х 
Ху, 

сх 
2—5. 

Зотавимь эти зыраженга въ равенство (33с), которое пишется 

так: ака -вва; 
получим: 

О ое венно Е 78; “т . 
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Отеюла: 
2 На? 
—— парта 

Подобиымь же. образом» похучиыъ: 
т 9 — }...... .. (87) 

— даря 
Хх № 

аня йа 

Изъ этихь раненетвъ опредфляются координания а, 6, в мени 
яривианы. Еели же вЪ нимъ присоединить условя того, что точка, 

(2, у, 2) зевать на кривой, т. с.: 
4=й2). у—ч@} 

и исключить 2, у, 2, получимь уравненя мини центровь кривизны: 

Е (а, 6,6) —0, 
Е, 0,90. 

Чтобы кайти радуеъ кривизны р, въ равенство (33а): 

(ое -ор 
зотавимъ зназешя (Х-ч), (7-6), (2—в) изъ (37): 

‚Фран Фей 
(анявутт-авлу” 

[2 
Отсюда: Печея 

или т го : 

ел "# У) не (5) 
ве будемь забывать, что это выражеше сиравохльво только, и 

главное перемённое 5. Въ противномъ же случав замфияемъ а 

а Е чересь 1) 8%) 4 &(#). Найденный радусь кри- 

визны называется радусомь ив крмеманая. 

Форхулу (388) можно предетавить и въ такожъ видЁ: 

о... (40) 
АВ АР | и Чи). м р 

Аж) Ав) в 
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ЗЕели $ не главное нереифниое, то; 

(+) 43.25 Пай 4% _ ас 9% 

. а а, 
ит. л.н формула принимаеть вихъ: 

483 

Убывр ово ЯыВу — пу аыНе арыРз Л" 

48 

По упрошены ея (важь въ $ 32) будемъ нийть: 
(в 

Р — увеерпузрие 
Не труино найти умы рафуса кривизны съ осями координать: 

р упарауертя` 
$ 35. Уюль соприкосновенности. Уголь и между двумя радусвни 

вривнзны вазываетсл узломь соярикосновенноств (а1д{е 48 сояйидетее). 
Разоматривая кривую па безконечно-маломь протяжени, какъ, 

дугу круга, получимь: 

ел%довательно: Фи; 

д ЕЕ Е 2 Е со _ 
45 

ео уния Е: 

Факь какъ 4: 4 и ; Раввы косинусахгь угловь касательной 2’ 45’ 
съ соотвЁтетвующими осями ($ 10), то можемь ваписать: 

4 — УЯбоза ов озру. 
Самый уголь ш выражается. слбдовательно, такямъ образомъ 

(=) (49+ (+=) 
+(#)+ ) (1 

$ 36. Вторая № о кривизны вой, изыряемой 

ражусомь кривизны, заключающимея въ соприкасающейся плос- 
11 
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кости, существуеть опорая кривизна, которая обнаружизается въ 

измфнон!и направленя соприкасающейся плоекости. Уголъ двухь 
соприкасающихся плоскостей. или двухъ бинормалей, называатен. 

зиломь крученя или соврощеня (аще Че отзон, аноде 4е Позйот), 
соотвфтотвующий ему радбусъ кривизны иазывается радусом» вто- 
„рой кривизны. 

Нусть половое соприкасвющейся плоскости въ точкВ М опре- 
двляется косинусами (08), Созр, Созу, и въ смежной точь» 

М’— Со АСозА, СозиРАОози, Созу-РА озу. 

Уголь между этими плоскостями, приращене Ау угла крученя фр, 
опредзляется по формул: 

Созду=овА(бовА-|- Сов») Сови(Оози--АСозр)-- 
603\(С0ву4-А 0059). 

Фаскрываемь скобки: 

бозду = боз*\--С032и4-С032у--С08\.АбозА--Сози. Абози-|- 
+ бозу. АСозу. 

Замфнивъ сумиу квадратовъ косинусовь единицей и перенеся 
ее въ лфвую часть, получимь: 

2 ее = —(©озА.АСоз\-- Сози. АСози-- (05%. АСозу). 

Капишемь тождество: 
(Совх-- ов) (бози--АСови):-{- (Сов Абову =. 

Раекрывъ его; 

Сов -{-Созйи {003,4 (АбовХ)#-| (Абовр2 (00)? 
Е 2бозхАСозА--2СозьАСози-|-2С05\АС0зу—1, 

получим: 

Соз^А Сов» -{-СозьАСози-- Соз\АСозу—= — } (Або Абови 

-А Со], 
о оса 

Выражене авиа посл соотвЁтетвующей полотановки при- 

меть видъ: 

ТА бовк) 4 (А бов - (А бов, 28 Е = 

или 

(. Ау} 25т-^ —(АСоз»)--(Абози-(АСозу). 
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Прияадимъ вму форму: 

(зы Я у (2 У Асов; ++ (66еы + (&бое/; 

(%) 
и перейдемъ къ предблу: 

сабо (оон, (40 
в) —\@. в] + 

-отеюда: 
ау-= Убе бов ово 

17а ее (= (о А уе") 
Ращусь второй и ри, пайлемь изъ соотвошеня (ам. $ 35): 

ри@и; 
получится: 

8 _ #8 
р 4 Уабод--(@Оови--абов 

Входящю сюда косивусы выражаются формулами (85а). 

$ 37. Примтрь. Вынтовая мия. 

„Винтовая литёя образустся точкою движущихся равномирно яд 
„окружности перемощающейся равномтуно въ направлещи, перпенди» 
хулярномь къ одной плоскости, 

'Изь опредфженя слФлуеть, что винтовая лия лежать на пи- 
анндрё. Пусть его рамуеь В ОА (черт. 35) и пусть точка на 
чала двигаться изъ 4. По опредфленш: 

№ сы др = бопч. 

Когда точка сдфдаеть полный обороть ЭкВ, ова ноднимется ва 

высоту Н, называемую числомь винта. при чем: 
218 
И 

Чтобы составить урзвневня винтовой лини. воспользуемся иё- 
которым зспомотательнымь перемфннымь, за которое примемь 
утоль съ плоскостью хе редуса. соединяющато точку съ осью; 
этоть уголь равень проложенио его ш. Такь какъ МР и 
АРЕЁа, то 2=@Йы и искомыя уравненя суть: 

х==ИОози, у АЗИии, #-=а Ваз. 
31* 
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Зь случа% надобности уы можемь незлючить ‘у и позучить два 

уравнен{я: 
„2 

#- =1605 т, 

9—= ИЗнь 

Зь случа трехь уравневй главныхь перемённымъ служить и; 
продифференцеровавь по и, получим: 

Чх—— АЗ 

ду Вбозииви 
4-е Ни. 

Ностараемся свести все къ главному иеремфниому г. 

Для этого выразинъ 4х и Чу черезь 42: 

ау 

Н 42 
Чу жар ав' 

Подставляемь эти значеня въ вырашеше 4492; 
42 а и: др. . а 2. 

и На + и @ 
Не трудио видЪть изъ чертежа, что: 2?-- у’, олБдовательног 

Отеюда: 

Дря нахождещя рамуса первой кривизны намъ нужны вторые“ 
дифференщалы: 

245 

= ва 
ву 

вичя вая 



зныфемь: 

Фуа 

‘и для ражуса первой кривизны получаемь выражене {по фор- 

нуль (38): 
р вая»). 

ЗВыражене зто не содержить перемфивыхь; ездовательно, вин- 

эновая дишя имьлиь постоянный райусь первой кривизны, 
Отышемъ теперь раЧусь второй кривизны. Вычисляемь прежде 

всего знаменатель въ формул (34); 

ааы |948 1 вы 
Чаи = утрат | ВА) чим 

243 24 2233 

Фр И та. 
. РЕ 243 

Чу 2 || паче | я 
Подкоренное выражене формуль (358) будеть: 

#: ‚- 188 
В\1-а% тая 

Косилусы угловъ радуса второй кривизны выражаютея елЪду- 

жцикь образомъ: 

а, бовузт 1 
1 

ЯСову =0. 

Нодкоренное выражеше {юрмулы 142) принимаеть видъ:` 

2 94°. 
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по извлечении корня получаемт: 
@43 

Ва) 
Ва). 

а 
Итакъ, радзусь второй кривизны иметь тоже постоянную ве- 

личину; въ рамусомь первой кривизны онъ евязань простым 

еоботноменемъ: 

в 

ару==р. 

ЕЛАВА СЕДЬМАЯ. 

Образоваше поверхностей двяжешемъ лини. 

$ 38. Общая теоря. Поверхности могуть быть образованы 

движещенъ нзкоторой кривой, называемой образующей. Движенуе- 
этой кривой можеть быть опредЬлено нфокольвими данными дру- 

тими кривыми, которы должны пересекать образующую во вофхь. 

ея положещяхь; эти кривыл называются направляющими. Такъ. 
какь образующая все времл измфняетЪ ево положене въ про- 

странствЁ, то въ уравненя` ея должны входить измфияюдиеся 
параметры: о,Вут. - Т-е. эти уравяеня должны имфтЬ видь: 

Кери. ..50. 
Изулавл.. 0. 

Направаяюнья выражаются уравневями видь: 

ф(ау.2)-=0 
\аув)0. 

Положимъ, что число параметровъ авт... ееть п, & чиело- 

ианравяяющихь кривыхь ж. Чривоединивъ къ травненямъ обра- 
зующей уравненя одной изъ направлающихь, получимь четыре 

уравнен!я, изъ которыхь коордвиёты ху, могуть быть исклю- 

чены. Результатомъ исключения `авится н%которое соотношщене 

между параметрами: 
Ф(аву.... 0. 

Цовторииь туже операцию со второю направляющею, получимь 
второе соотношение: 

Фз(а,.В-л.... 0, 
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ЗВообще, число ссотношенй между параметрами равно числу на- 
правляющихь т. Вынисавъ вов эти выраженя: 

Фе вт....0 
ф(а,вл.... 0 

мы будемъ ямфть систему п уравнен отвосительно а,8;1..., бЪ 

и неизвестными. При = мы получимь дая а,Вг.... опредф- 

девныя зноченя, что противорфчить положению объ изизняемо- 
сти параметровъ. То же, съ присосдинешемъь еще связи меду 

0.8.1... провзовдеть вь слузав мери. 

При *-=я—1 изыВнено параметровъ возможно: давоти одному 

иврамотру произвольное значене, мы опредфлимь друме пара- 
метры. а, сафдовалельно. и положеше образующей. 

Жели же т<«н—1, то. давъ извфетное значене какому-нибудь 
параметру мы не получиуъ опредфленныхь значенй дая других 

парамстровъ: слфдовательно, ловерхность ие опрехьляется. Итакъ, 
число направаяющиль равно числу нараметуювь безь единицы. 

Чтобы получить уравнсв!с поверхности, выписываемь уравненя 

образующей и условЁ. связывающия параметры. 
Пелла, Вит. ее 0 

Изуеавд... )= 

Изъ этихь н--1 равенствъ нсключаемь п параметровъ. Резузь- 

тать исключен: 

Е(еу,г)--0 
и представить собою уравненше поверхности. 

$ 39. Цилиидричестя поверхноснн. - 
„Цилиндрическими называются понерхности. обризованныя пере- 

эъщенема прямой зыши параллельно самой себ. 
Согласно этому опредваешр въ уравненяхь образующей: 

д=нг--а, У=ие- В 
зраметры т и п постоянны. Дво перемзиные параметры: аи В 
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обтеловаивають существоване одной направляющей, пуоть ах 

уравнены будуть: 

че 
чаи) 0. 

Задавиьась иБлью изодвлдовать нилиядрическя поверхности въ 

свмомъ общемь энд, мы будень считать фунвши фи ч про- 

извольными. По исключен координать лу. изъ уравнен!й обра- 

зующей и направляющей, получинъ связь между параметрами 

си В вида: В=Ф(а). 
тяБ ф есть символь произвольной функши. Чтобы составить 

уравневе цилиндрической поверхности. опредфляемь а и В изъ 

уравненй образующей и вставляемь въ полученное соотношеше 
у—пе=ф(2-—в).. .. (43) 

Это уравнене. содержащее произвольную фуйкцию. припадле- 

жить всльой цнлиндрической поверхности. Произвольную функцию 
можно исключить, пользуясь частными производными. Обозначинь 

9 

9% 
знене (43); 

черезъ ри | черезъ 4, лифференцируемь по Хи по У ура- 

9-ти) 
$’ (= —ваХ —пчх 

дВленемь перваго равенства на второв исвлючаемь произвольную’ 
функшю: 

яр _1-тр. 
1-м п ° 

отсюда: 

пиру: 1 пупа -трта 
тр-яч =1, 

или 
62 а ине . (438) 

Полученное дмфуереншальное уравнеше въ часзнными производ- 
зыми тажъ де, какъ и уравнеще (43) изобращаеть циливдраче- 
вкую поверхность. Уравнеше (43) есть его вишараль провз- 
вольная функщя соотавтетвуегь произвольному постовниому въ 
неопредфленномь интеграл. 

Уравнене съ частными производными позводяеть между арочимъ 
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узнать но составу уравнения, принахлекить ли оно циливхру. 
Пусть, напримфръ, дано уравнене: 

1—0, 
дв Г, есть фунющя 2, у, 2. Состешимь частныя производных по 

дно у: 

ЕЕ м 
дб д 

9 0Е 0 
дут = ву 

отоюда опредёлинъ: 

Если эти уравнения производныхь удовлетворяють уравноню 

43а), т, в. 

поверхность цилиндрическая. 

$ 40. Принпры. 1) Составимь уравнене цилиндра, имфющаго 

бразующую: 

а—т:--а, у-ва В 

и направляющую: 

ау 72, 2=0. 
Искаючивь 2, у, 2, получимъ: 

3-8 = 

Изъ уравиешй образующей 

&-=-ф"ы 

В-=у—мл, 

Искомое уравневе есть: 
(ета упав. 

2) Найжемь услове. при которомъ уравнеше поверхности 

зторого порядка: 422-- 4*у?-{- А"22-1-2 Буз--2 Вах В”у--2 0-- 

-20у-+-2 С” 2—0 представляеть пиливаръ. 

Составивь частвыя производныя: 

9 олова Ву26 
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оавеЧ В"24-2 0’ 

В адез-- Ву. эВУ--2С" 

встазляемь ихъ въ выведенное для цилиндрическихь поверхностей 

услоне: 

Аз ВВ" ОИ у--Ва--В"+- С) А”#--Ву-- 
В 0”—и, 

или 
тат в”-- Веб" п’ Ву ав А") 

аб С. 
Равенотво это должно быть тождоствомъ при вефхь значеняхь 

х, у, 8; олвдовательно: 

А-В”. 
и ВН А’ 
ил В-+- 4" 0 
тоне". 

Искалючияв отеюда т и м, позучимь два услонмя вил 

Е(А. , А", В... бо 
ВА, 4". А”. В,....С’)=0. 

$ 41. Коничеощя поверхности. Если периншь ковуса иметь 
координаты: а, Ь, с, то уравнешя обрьзующей изфють видъ: 

дан} 

у—6—В#—0). 
Нуеть уравнешя направляющей: 

Фу, 
Че. 9.2 

Изафетнымь уще образомь получимь соотношеше можду пара- 
метрами: ` 

В-=Ф(а). 
Зетавивъ въ это соотношене опрелфленныя изъ уравненй обра 

зующей значен:я: 

РИ (=) В 
= тени {45 



Соетавимь теперь уравнене с частными пронзводными. для чего 

дифференцируемь НА по хи по у: 

/р-а\ 2—2 
р 9 (2—6 

в, > 9(:= 55) (-5 
АДёлинъ этв равенотва одно на другое и дфяаемь возможныя 

сокращена: 
__ @—» 
96мм 

оду виа 
е-ху—вы. 

Окончательно получиуъ уравнеше: 

(а(р-цу Зе)... . ..... (448) 
$ 42. Примнре. Половимъ, что уравненя образующей: 

дах, учтВА, 
уравнешн направляющей 

вали 
блоа-пзазуз ага, 

$ 43. Повертности вращетя. Уравнеще съ произвольной функ- 

чей. Поверхности вращеня можно разематривать, какъ геометри- ° 

ческое место лиш, образуемыхь пересьчещемь паразлельныль пло- 

скостей конценирическими сферами. Центрь сферы лежить въ про- 

зВОлЬНОЙ точк& осы врощеня, плоскости перпендикулярны къ 
оси (черт. 87), Половимь. что ось врещеня образуеть съ осями 
хвординать углы, косинусы которыхь процерщюнельны А, В, С, 
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Ваявъ центромь кавую-кибудь точку на оси: С (а, В, с), можемь 
описаль изъ нея шаровыя поверхности, уравненя которыхь им - 
ть видь 

ниве она, 
ПересВкая эти шары плоскостями, перпендакулярвыми къ оси, 

которыя имЗють уравнещя вида: 

Аш-- ВИ 0:8, 
получимь окружности ДЕ, РС. ЕЁ .., которыя будежь очитель 
образующими. Напрэвляющая ланя ДЕКЕОСЕ пусть выражается 
уравненяма: 

ФС. Уи, ч(Х,У, 2-0. 
Чтобы найти уравнеше поверхности, неходимь прежде веего 

зависимость между а и В: 

ВФ) 
или, такъ какь фа) произвольная фупкщя: 

8=6(®). 
Присбединяя уравнения образующей и исхаючав а и В, полу- 

чимъ ураннеюе поверхности: 

„Дов бое ки-инь-9 5) 
Частные случан. Ноложимь, что объ вращеня проходить черезь 

хачало координать. Въ этомь случа точку с можемь взять въ 
начать, т. е. положить: 

@-0, 6-0, 2—5, 

Ураннене приметь вндь: 

Ву оеаайи+- 9) (458). 
Боли ось вращеня совпидаеть сь осью Ё, то вромЪ того: 

4-0, В=0, 0—1 
и уравнене будеть: 

Вх 1-19) (455) 
Это уравнене можно продотавить въ нБоколько иномь вядЬ. 

Можекь написать: 

Хи -фиР); 
отеюла: 

ХУ -9(2)—2'=Ф.2). 
или, такь какь 9.(2) в Ф(2) произвольныя фуикщв, 

2-х УЗ). 
$5 41. Дибферениальное уравнеше поверхностей вращения. Для 
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составлешя дифференшельнаго уравнен!я поверхностей вращения, 
дифференцируемъ уравнен!е (15) 10 фин но у: 

А-а-а деды 
ВОВ 

Дфалинь одну производную на другую, освобождаемся оть зна- 

ъ‘менателя и дёлаемь приведен: 

Аб (вау гер 
ва оне -я 

2-Е А(е--б9--ве-дт-=Ва-а) Вбр 
бабе 

Въ окончательномь видВ дифферевщальное уравиеню поверх- 
ности вращеня будетъ: 

[04-5-Ве-— Ор-[4е-—0- бад в Фуа 
Чаетные случаи. Есзи 0сь вращентя проходить черезь начало 

координать (а-=04-=06—=0), уравиее имфеть вить: 
(Су—Вар. (Аг Оба Ве-ду (45) 

Если 0сь врещеня есть ось 2, поверхность имфеть уравнению: 

эр 29-0, 
нли 

ГЛАВА ВОСЬМАЛ 

„Разгибающияся поверхности. 

$ 45. Поняпие о раззибаюащилея повертностять. Разибающимися 
зазываотся поверхности, которыя можно разсматривать, какь со- 
столивя изь прямыть линй. Существують два способа образоваши 

разгибающихея поверхностей. Во-первых. ногерхность можеть 

быть образована лишями перемьченя послтдовательныхь положен 
Явижущейся плоскости. Во-вторыхь, ралибающался поверхность 

обуазуетея рядомь касательныль прямыль 65 послъдовательныхь 

зночкаль кривой лиш, (въ общенъ случа кривой лвоякой гри- 

визны). 

$ 56. Первый слособь. Уравнеше съ произвольном функзией. Дается 
уравяен!е плоскости: 

Е=А+ В+; 



и 

члоскоеть эта движется ио н8ноторомт закону; сабховатольно, 
‘уравнен!е ся содержить измёвяющийся параметрь с. Положинъ, что: 

да, В=Ф@). 649), 
тд фи ф- произвольныя функци. Уравнене плоскоети прини- 
маеть вядь: 

А-а я (а) уч(о). 
Одна изъ прямыхь лин, лежащихь на поверхноети, опред%- 

ляется пересфченемь этой плоскости о плоскостью, опредВляе- 

мой смежнымь значенемъ параметра а, значещемь (в-}-Де). Эта 
поелёдияя плоскость имзеть уравнеие: 

а—о--Аа--24(а--Аа)--уу(а--Аа). 
Разложимъ входяпуя въ это уравнене функщи по теорем% Тей- 

лора: 

поедание Ани од. ИАА) 

бе... 
Замфтивъ, что въ правой части входить сумма: 

о--25(®)--и(а), равная 2, перепитемь тоже уравнеше въ вил: 
2 2 ола оо”. Ааа... 

Раздбливъ уравнеше на Да ин перейдя къ предфлу, при чемь 

члены, содержаще До, обрататея въ нули, иолучимъ: 

оу) учи (а). 
Нрисоединивь къ этому уравненю уравнон!е плоскости въ пер- 

зоназальномь лозожети, будемъ имть систему: 

в—а-раф(а)-уф(а) . (ав). АО -. (48). 

При ханномь и, получеяная система предотавляеть одну изъ 
лежащихь на поверхности примыхь. Евли же исключить а, полу- 
чятся уравнеще поверхности. Исключеню параметра при рёшени 
задачя въ общемь видё невозможно: но поверхность можно опре- 
дАлать и системою (46), считая а за иБкоторое добавочное пере- 

мВуное. Въ простЬйшихь застныхь случалхь лараметрь а всклю- 
чаетея. Пусть, напримфръ: 

Фо 



«Система (16) принимаеть вилъ: 
А=а-ое-ау 
1-Е 2иа-у0. 

По исключения и получаень тралвеше поверхности: 

ий ч (1-е Пу 
2-5: Ре 2 

$ #7. оный зравнемёе. Мы можемъ исвлючить изъ 
уравнешй произвольныя 'рункщи, какъ дблали это въ предыхущей 

главв, дифференцируеь пох и во Ы зервое изъ уравненй (46): 
9% 
рее ем Е 
а 9 НИИ, 

490 да 
Зыносл за вкобку дй ри и воспользовавшись вторымъ урав- 

зенемъ системы (46). приведемъ полученныя равенства +® такому 
простому вилу. 

р==ф(а) 
=). 

Такь какъ ф и ф—произвольныя фувкщи, го можемь написать: 

=), 
ЯВ Ф обозначаеть также произвольную функио, Тифференцируя 

послёднее выражене по хи во у п примёняя обозначеше част 
зыхъ производныхь второто порядка буквами #, $, # (ч. № $ 42), 

нифемь: 

г—Ф(45 
—$(4).. 

Отсюда: 
гв 
Е 

ии 

я-—#—0. 
Зыпеденное дчуфбферениеивьное уравнече разибающейся поверлно- 

сти иметь, сл$довательно, форит: 

(#2 = иеиниини: 44. 

Уравнения (46) представляють его обтый интеграль. Заифтимъ, 
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что нахожден! интеграла хифференщальнаго уравнен:я второго 
порядка возможно лишь въ р8дкихь случаяхь. 
$ 48. Ребро возврата. Геометрическое мтсто точекь пересьченя 

смежныхь прямо линйь лежациить на поверхность, назовается 

ребромь возврапи. Уравченя этой кривой получьются изъ уравие- 
вй прямыхь (46) тавимъ же образомъ. кавимъ уравнене поверх- 

ности получено ($ 46) изъ уравнешя плоскости: #-=а-[яФ(а}- 
--9ч(а). Результатомъ явится система: 

а—а-2ф(® ука) 
14а (а) уч («0 
2"(а)- уч" (до, 

т. е. въ уравнешямь (46) прибавител вторая производная но а- 

Эта снотема опрелфляеть ребро нозврата при помощи параметра. 

а; по исключенщи а въ каждомь частном случа получамъ обыч- 

ное число уравненЙ ливш-—дна. ы 

$ 49. Второй снособъ образованя. Уравнеше сё произвольнокх 

Фунишей. Поверхность образуется совокуппостью касательныхь, 

лий къ, нфкоторой кривой, положимь къ кривой 

#—=$(2). 9—4(2). 
Возвмемъ на этой кривой точку ©ъ координатой: 2—0, т. в. точку 

[е(а),ч(в). а]. Касательная въ этой точкё имфеть уравнены (14): 

= Яе-®) 

Въ эти уравнещл нужно вотавить производвыя: 

о М6 
которыя для данной точки (ври 2=:0) обращаются въ фо) ® 
(<). Такъ какъ хи у замБняется черезь ф(®) и у(а), то дла 

удобства мы можемь замфнить большйя буквы Х, 7, Е черезь, 
мазыя. При этихь усломяхь уравненя хасательной перевишутея 

въ вихв: 

2-—(а)==Ф'(а(2-—в) 
у фа (а). —а) 

Если а будеть считаться перемённымь, то эн урданеная иред- 

ставаяють поверхность. Эта поверхность---разгибающеяея, такъ 

кажъ образованы прямыми ливями. 
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$ 50. Дифбуферентальное уравнензе. Чтобы зоказать, что нерем\- 
щевемъ касательной можеть быть образована та же поверхность, 
что и лишяни пересфченЙ плоскостей, соетавемъь дифферен- 

щальное уравневе поверлиостя (48); оно окажется тождествен- 
ныхъ 05 уразнешемь (47). Составляемъ застныя производныя 
уравненй (48) по хи по 9: 

то одни (›—®). 

о иен (5%). 
° о з 

о-ва ие (р-98). 

о ие они (+). 
По приводеши подобныхь членовъ, налиеанных равенства при- 

муть видъ; 

О 

Одена 
9—4 «деи а» 

1= зе НУ < 

Множамъ первые два из у“(а), даа послАлие—наА-ф”(а), и 
склальваемъ первое съ третьимь, второе--еъ четиертымь: 

чада) ео") р 
ооо’) ие" 

отсюда: 
4"®) 

ата о ’а) И 
$”) 

ое | 
Ди Г,-произвольныя функщи; будучи произвольными фувющями 

одного перемёниаго и, частныя произнодныя ри 4 суть нроиз- 
вольныя фунющи одиё другой: 

$4). р=$а) 12 
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Искточенвмь произвольной фувьщи получится, очевидное. (47; 
9; \# 0% 02. 

(я те: 
$ 51. Ребра возврата. ги образовани разгабающейся поверк- 

носик косатольвыми, кривая, въ которой проводятся каевтельныя, 
и воть ребро возврала. такь какъ на ней пересбкаются воякя. 
двф сложных дивы, заключающуяся на поверхности. Слёдовв- 

тельно, ребюо вазврелна опредълхеть разибаюнинося поверхность, 

$ 52. Примтрь. Винтообразная разибакицаяся поверхность. Со- 

ставимъ уравноше резгибеющейся поверхности, опродфляемой 

зинтовою хиней. Вывисавъ уравнешя винтовой лини (47); при- 

нимвемой за ребро возврата: 

Га 
2, *)- 

2 
2=80( =, 

и замбтивь, что въ данномь случаф при д—а: 
& о „Га 1 1. Г“ 

ф(@ со.) $' (<). 182) ав 38(.%). 

5“) 1 {= ) |. , ® чоЕАВИИ сз) ч(аНОов 6% д), 

ианитемь уравнения поверхности (48) въ вид: 

сел 1. Га 
=— воз (1) 138. (#—а). 

ад 
Параметрь а можеть быть нсключенъ. Умноживе первое урав- 

оц 

Га 
еше на са (2 второе из бт (=) и сложивь получимы 

[2—0 фе вы ( Е: Де, 

перун) 
Возводемъ въ квадрать обф чести уравнешйЙ поверхности: 

аатьоо$ 1’) --а0ьвз( 2) Те (Ех —) 
а (брака (© 

у злу “) иазиз(1.)=- Дов (= 4—0). 

или 
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Складывая, будемъ имфть: 

вании ая [ебоз( 1) чз 

и 

ру дз (2—8. | ау Я —— 

Отевюда получимь; 

ое уу — В? 

: =: а „Га 
ЗВставивь это значене въ уравненто: 2008 (ув) 

==Й, волучииь уревнеше винтообразкой поверхности безъ пара- 

метра а: . 
ЕСИ.) Г ито: 

2005 (= нЕ) Нуб (ее =”) В. 

ТМАВА ДЕВЯТАЯ. 

Огибающи поверхностей и лин. 

$ 58. Ошбающия поверхностей. Пусть дано уравкеше съ нара- 

мзотромъ а: 
К, у, г, 0. 

Уравнеше это представляеть нФкоторую поверхность, 'опрех#- 

зяеную значемемь и. Если дадим о прирыцене Да, получемъ 
емежную съ данной поверхность, инфющую уравнене: 

Ио, у, 2, а--Аа)— 0, 
Найлемъ лин пересВченя этой поверхности еъ данной; хля 

этого разлагаемъ ея уравиеше во стевенямь До, 

Ки, у, када) а в. ... 
Заифтивь, что Е-=0, перевишемъ уравненше второй поверхности 

въ ви 
9Е Е = —. да А... 420, 

или сокращая из Де и перехохя къ предёлу: 
9Е 

8% 
12 
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Совокупяость уравненй: 

Кр, у, г, а Ау 2 9) 
да 

при пережвиномь а опредбляеть рядъ кривыхъ, образующихь и%_ 

которую поверхность; поверхность этё называется яибающею по- 

атношеню къ поверхностямь, изображаемымь уравненяыи вида: 

Р=0; послёдейя ще поверхности называются ошбаемыми. Лиша,. 

оиредФляемая системой (50) при постояявомъ о косить назване- 
характеристики огибающей поверхяостя. 

Геометрическое мото ‘точекъ , первофчен характеристик есть. 

ребро возврата стибыющей поверхности. Оно имфеть уравнещя: 

Эт, у, 2. Ех, у, 2, 0; - Из, у, 1, до, Щи . (61), 

Ошбающая поверхность 1 ошбаемая интлоть въ данной точить 
общую касательную. Въ сомомъ дёзЪ, коэффищентами уравнейя 

касательной плоскости (19) въ данной точь огибаемой поверх 
поет елужать застныя производныя по 2, у и 2 ея уравненя, 
имеяно: 

5.......-. (воз 

вт в ое, дк од 
да Нд, Та $ д’ 

Чтобы найти соотвфтетвуюлие коэффищенты уравненя каса-- 

тельной къ огибающей поверхности, находить частвыя производ-- 
чыя перваго изъ ея уравненй, езитая и а ва фунеШю 2, у. 2. 

модучимь: 

Для искаючевя а вотавляемъ въ эти производныя о, опред#- 

лекное язъ второго уравнешя, т. е. нуль; замчаемъ, что он 

дфлаются равными производнымь уравнешя огибаемой поверхно- 
«тн. Саёховательно уравиешя обфихъ касательныхь тождествениы.. 

$ 54. Примиры. 1) Прихёромъ огибающей поверхности может». 
«аужить всякая разгибающаяея. Огибаемыми поверхностями явля 
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зются въ этомъ слузаБ плоскости, характориетикой— прямая ли- 
ая. 

2) Положим. что огябаемыя поверхности—шары постояннаго 

рамусь В, выражеющуеся уравнентаыи: 

(ео Ве. 
Выразивъ В и т черезь о, напишимъ то же уравнене въ видЪ: 

ни одне че, 
Нрисоединяя къ нему производную по с: 

ау) Не —каж®-0. 
‘получимь систему, опредфляющую по искаючени а, ибкоторую 
канальщуию, энрубчатило стибъющую поверхность. 

3) Найти повердноеть облекающую пространство, проходимое 
зиаромь, цемтрь которо движется по осн 2, а радфусь изминяется, 
жать ордината залитед. 

Поифстимъ въ плоекости хе (черт. 35) залинеъ. 
де о 
ат › 

харзктеризующй изифнене рашуса шара. При положены центра 
зпара въ точкБ р на разстольи ОР-=@ оть начала, ражуеъ его 

_МР—в найкется изъ равенства: 

9-0, 

хнь будеть: 
- 
- Ма? ай а\я. 

Сафдовательно. уравнеше мара, ниющато цевтръ въ ра, 0, 0) 

«есть: 
не в 

ео ав). 

Уравнене огибающей найдется по искаючены а изъ системы. 

состоящей изъ уравношя шара н его производной цо а: 

2 ры 
а 

[2 
— {2—4 ==— = 

2—1) 

Жолучивъ изъ эторого уравнешя 
ай 

аня’ 
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вотавляемъ это ре въ норвое уравнеше и уврошаемъ его 

а 

ИС 
Ват Ьт . 

2 Зе? 

ати 
Это уравнен!е изображаеть эллипеондь вращешя. 

$ 55..Втюрой родь очбающихь зиверхностей, 
Отибаемая поверхность можеть имфть уравнеще сь двумя про- 

извольными параметрами. 

Жен лы В. 
Вь этомь случа огибающая поверхность опредьляетех ура- 

внешямя: 

Кл, у. 2, а, 0, Я, 

$ 56. Овбаюция пловкить кривые. 
Если дана система плоскихь кривыхь уравнещемь съ произ- 

зольнымъ параметромъ: 

ИК, у, 9—0, 
то геометрическое моло точекъ пересвченя этихь кривыхь веть. 

омбающая кривал, она опредвляется ураннешями: 

Дов, Ио. 
$ 57. Примфры. 1) Найти ошбающую прямой данной длины, 

хонцы которой скользять но осямь координаз. Уравиеше прлыой 

нуфеть видъ: 

у —2--в. 
Назертивь эту прамую, инфющую длину АВ-0 (черт. 39) въ 

одном изЪ ся положен, нолучилъ изъ ея ураннена, додагая 

поежвжоватезьно 2-0 и у—0: 

в ==40-8; э==0В- 0. 

Прямоугольный треугольник даеть вязь: 



хтеуда: 

Уравнене пряхой принимаеть видъ: 
5 

оу” 
9шо содержить теперь только одниъ параметр а, Продифферея- 
цировавь уравнене по а, получаемь второе уравнове системы, 

опред5ляющей огибающую: 

$ За? 

5. ва нь 
Не Ту-рая (ура 

Нараметрь и можеть быть исключенъ; преобразуемъ второе 

уравнеше и опредбляемь изъ пого в: 

Подставляемь 970 значене ль первое уравнене: 

ву 1 УС 1.() ри 

= (ен а “) 

= убу- Ц 11-1 
(С 
деф. 

Молученное уравнет!е прехставляеть развертку эллипеа ($ 29). 
2) Найти оибающую эллитеа, измпияющиносв тож, что сумма 

оеей обтается яоетоянной. . 
Положенъ, что сумма изыфилющихся полуосей аи В ‘есть 5: 

а 8—5. 
Уравнен1о элипеь пыфеть виль: 
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Опредвливъ В изъ перваго равенства, вотавляемь во второе: 

У 
Е 

аа 
Присоединяя къ этому уравнению его производную ио а, полу 

чимъ систему: 

Е 

«Ноа 5" 
изъ которой, по исключены а, получимь уравнеше огибающей. 

Изь второго уравненя находимъ: 

Е . +в 
з 

у Зазыйй. 

Эа 28 
зо". зу И И дер аи ау 

Зеотавляемъ полученных выраженя въ первое уравнене: 
м ИЕ 2) р 
У уу) 1% "(= 2”) И 
и у з 2 ы зай зу? я ть 

ау", 
Получилась опять развертка эллицеа. 

ТЛАВА ДЕСЯТАЯ. 

Особыя точни плескихь нривыхъ. 

$ 58. Понянце объ овобыть точкаль. Особыми точками называ- 
ноя такя точки кривой, свойства которыхь не зависять сть вы- 

бора осей координать. 

Существуеть другое опредфлен!е, по которому особыми точками 

называются точки, касатезьныя въ которыхь не имфють опредь- 
зеннаго положешя, то есть первая производная неопредфленяа. 
Но это опредвлене ие исчервызаеть собою вебхь нндовь 960- 

быхь точекъ. 

Мы будемъ разсизтривать особых точки только алгебраических 
кривыхъ. - 

$ 53, Точкн верезиба. Точвами нереиба (ровёз Фтйе- 

э\он) назваютея точки, в5 которыхь кривая миняень паправлете 
хрувизны, 
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Другими словами, по одир сторону точки перегиба кривая 
нифеть видь /—`\, но другую—^_/. (черт. 40). Такь какъ тВиъ 
или хругимь рьсположенемъ вривой обуоловлизается зивкъ изюсъ 

или минусъ второй произвохной, то въ точ перегиба знакъ вто- 
рой производной переходить съ плюса на минусъ нли нвобороть. 

Перемвна знакь производной можеть совершиться только прохо- 

вдешемь ел черезъ нуяь или черезъ безконечность, Итань, для 

эпочки перешба вторая производная равна или нулю, или безконеч- 

новти, ояфдовательно, рабусь кривизны равень безконечноствь шли 
нулю (35”). Кругъ кривизны при безконечно-большомъ радус® 

обращается въ касатезьную, которая пересфкаеть кризую въ 
точкф перегиба, 
ели до точки перегиб» вторая производная отрицательна, & 

‘посл% точки перегиба — положительна, то хо этой точки первая 
произволная убываеть, посл —возрастветь; ояфиовательно, въ 

точкВ перегибь она инбеть личи. Если же вторая произвох- 
ная переходить съ пхюсв на минусъ, первая производная пере- 
хожить оть возраетанйя къ убыван!ю, т.е. имветь евой Махииат. 

Черт. 40 и 41 иллюстрирують оба случая. 
$ 60. Примтры. 1) Раземотримь фуккойю: 

а). 
Находимъ первую и вторую произволныя: 

31 9—3 3) . 
45 (аа 5 Даа 

Приравиявъ вторую производную нулю, получимъ: 72—00; при- 
авыивь ев безконечности, имвемъ: 2—а. 

'Итакъ, данная кривая имфеть въ конечной части плосБости 
точку перегибь съ збоциссой а. Остается раземотрёть, какой 
викъь кифеть кривая въ точкВ перегиба. Вторая производизя 

при 2<«а положительна, прь 22-е отрицательна, т. е. переходить 

<ъ плюса на минусь; сяЬдовательно, въ точк® перегиба первая 
производная имфеть Махно. Этоть Махип. можно найти, пощета- 
внвь въ выражеще первой произвожной 2—0; онъ равенъсо. 

2) Изелдуемь относительно точекъ перегибь сннусоиду: 

=. 
Нриравниваемь нулю вторую производную: 

—щ-=0. 



— 186 — 

Отоюды: 
2—Ол.2тдт..., п-т, 8п,..... 

ЗАолузыкось безкомечиое множество точекъ перегиба, —имейно, 
всё точки ‘поресфчешя синусонды съ обью х. 

Зуобы. шайтк знзчешя первой производной въ точкахь перегиба, 
зозавяяемь въ ея выражен! 

— 005% 

зюдученныя значены 2; получимь: 

ИИ 2 Совит-=-Е1. 

Тахъ какъ первая производная равиа тангонсу угла касательной 
©Ъ осью , то изъ полученнаго равенства заключаемь, что этоть. 

коль въ точнахь перегиба "Ч 

$ 61. Ератныя точки. Кратными точками (ройё пи Вез) на- 

зывзаются точки переспченя нискольмихь въышвей одной кривой. 

Точки, въ ‘которыхь переефкаютея деф вфтви (А на черт, 43) на- 
называются двукратными, или двойными; точки нересбчешя трехъ. 

ввтвей (В) носять назване этрехкратныхь или эпройныхь и Т. д. 

Кратныя точки образуются не только перосЪчешемъ вБтвей, но и 
касаиемъ. Для нахождени кратныхь точекь пользуются тёмъ, 

что въ нихь существуеть вь общемо случаю нпеколко насательныхь 

{черт. 44). Если уравнене кривой есть: 

И, О, 
то продифферениировавь его, получимь для опредфленя тангенем 

4 
газ каеательной, равнаго уравненге; 

откуда, 

р 
Такъ какъ полученное выраженю ме зависить оть корией ка- 
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кихъ-либо уралнев!, то оно можеть нифть нёоколько“ знален 
тольво, если Числитель и знаменатель его нуля, т, е. 

Ра 

9 _ 
Итажь, чаетныя производныя дая признана зпочекь равны нумо!), 

Фазенетво нулю частныхь производныхь ивобходино, чтобы точка. 
была нритиою, но не добаточно: нужно еще, чтобы опредзениыя 

изъ отихь равеноть® значешя координать удоннетворяяи уравне- 
вю вривой; ноэтому. нолотавляемь поочередно системы зпаче- 

нйзиу въ уравнене кривой и отбираемь удовлетворяющя 
ву . 

ему. Чтобы опродфлать которое, какъ мы ужо виябли, не мо- #2 

веть быть найдено изь порвато дифференщата, обратимея кх- 

эторому; второй дифференыаль пищетея такь: 
9; ГА ба Г и а 

9 2 
Занфтивь, что р 0 и разлвливъ вее на 447, момемь нанисэль: 

= 

3) Бове отрогов довалочельство: Уравтовйо 
и. Чу 

Ре 
Ё 

должно удовлехворатьел двуми разными значениями Ро чдижимь, Км р, 

т. в. мы должны пфсь зождестьа: 

Ввния одно изь друкоо, получим 

а -а- 
откуда, тань вакь 2-Е 

= 
> также, сафловательно, и р 
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когда существують лва изправленя касзтельной, точка деукрат- 
кая; случай мнимыхь корией разомотримъ впослфлдетви; есхи корни 

неопрехвленные, дтя чего необходимо: 

9 

обращаемся къ третьему дифференщалу, который покажеть намъ, 

чтф точкь или трехкратязя, или не кратная, ихи высшей крат- 
мости, въ послфднемь езучаВ для опредёлешя кратности обра- 

зивемея къ сяфлующимь хифференщеламь. 

$ 62. Точками возврана (рейх Фе тефтонсветен) называются 
зночки, в. которыхь доз спанви кривой оканчиваются, имтья общую 

хасатезьную. Возврать бызаеть двоякаго родё: 
1} Вётви идуть ло разных ‘стороны касательной (черт. 45); 

точка называется хералномдой, рошобразной точкой возврата пер- 

«ао рода. 

2) Вётви идуть по одну сторояу касательной (черт. 46): точка 

имфеть назваше ромфовды, клювообразной, точки возврата вто- 

то рода. 
Очевидио, что зночка возврата двукренна. 

Такь кажь каовтельная въ ной иыфегь одно направлен, то 

хорны второю дыфферениала должны бить равны; слЪховательно, 
97 у- 21.0. 

де.ду/ бд 
Вь случаф точки возврата можеть возникнуть сомиф ие, равны ли 

и 
нулю частные произнодныя: и. и 5’, такъ канъ мы вызели, что 

9 
ся равны нулю въ предположещи, что существують даб различ- 

лыя касабельныя, что ис имфеть мфоть для тозеяъ возврата. 
Оказывается, что он равны нулю и для точекъ возврата. ДЬЙ- 

ствительно, въ такой токф существуеть’ соприкосяовеще двухъ 
зътвей, подожимъ. я-аго порядка. Продифференцировавь уравнешя 

вризой и--1 разъ, получинъ: 

у = 
+9, ата) 0. 

Ве произволныя, кончая я-0й, равны для обфихь вётвей, вех х- 
«те ихь соприкосновеня; (я--Т)-ыя производныя различны; по- 
дожимъ. зто онЪ равны 1, Обозначивъ через р часть равенства, 

для точекъ возврата 
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содержащую первыя и производныхь, напишемь лая обфихь 
этой: 

91 9! 2=Е-Р-о +20. 
[2 

Такъ какъ Жи Ё различаы, то отсюда слёлуеть: 

4 ди. 

а 4.4 
Подетавивъ это значене -- въ равенетво: 2 ==9, шо- 

х Оу р + у 
зучимь: 

9! д==® 

$ 68. Примтрь. Дана кривая: у а”%. 
Прежде весго приводимь уравкене къ рашональному ввду: 

{9—1 2—0. 

Составаяемъ частныя ироиззодныя; 

Я ах Е 2—7: 
приравнавъ ихъ нулю, найдемъ безъ труда корни: 

2—0, у—0. 
Эти значення координать удовзетворяють уравнению кривой: 

слфдовательно, точка лежить нз криво и можеть быть изсяф- 

луема относительно кратности. Найдемъ теперь коэффищеяты вто- 

рого хифференщала уравнешя: 

р 4(у—2*)- 82 — 204; аб = вый ==2. 

Аля изезВлуемой точки (0,0) они получають очен 

м 0 
д о у в“ 

Наконепь, составляемь выражеве, опредфляющее вихь корней 
дискриминакть): 

ао, 
д.0. да ду 

Заключаемь. что корни хёйетвительные, равные и потому точка, 

{0,0) есть точка возврата. 

$ 64 Отдъльныя точкн. Нёкоторыя кривыя пыфють такъ ва- 
зываемыя ОТАБлЛЬНЫЯ или сояряженныя точки (рофёз 065, соти- 

46). Назван этого класса точек („отхёльныя“) ясно указы“ 
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чветь нь ихь характеръ. Покажеыт на примбр. что таза точкя 

ААйствительно существують н что для нихъ вюрой днубфератнаяе 

имтеть мнимые корни 4. т.е. 
ах 

и № ди 

= — дяди 9 
ЗВозьмемъ кривую третьяго порядка: 

. У—(=—в@Жу-—5), 
причемь 5>а. Для нея: 

Коду «бак —5) 

ри (р -аа-5) ев 

“и в, 
9 

Приравиявъ пулю Р николь корни полученныхь такинъь 

образомь уравнен!й: 

2=а  у—0 
а а у—0. 

На кривой лежить только нерюзя точка. Мы можемь нанести 
ее на черт. 47 (точка 4). Но изъ уравненя видно, что для в6- 
ессь меньшихь, а также для абщисоъ, большихь @ и меньшихь 6, 

ордината нифеть мнимыя значення, Охфдовательно, кривая 60070- 

ить изъ вфтви С.Р и отдёльной точки А. 

Убфдимся топерь, что для точки А корни второго дифферен- 
щель мвимы. Имфемъ: 

дна бЧа-, 
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льковательно: 

(= 92.0) бд 
Такь какь Б>а, то 

Га 9 9г 
беби) баб 

м потому корни маимы. 

0. -2. 2—4 -а), 

ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 

Кривизна поверхностей. 

$ 65. Обь опедьлещи кривизны поверлностей. Вопросъ © кри- 

визиЪ лин мы раземалривали въ связи съ теорей соприкосно-. 

вен: находили рауеь круга, иуЗющаго еь данною кривою со- 
прикосновенНи находили ражусь вруга, имфющаго еъ хвнною 

зривою ‹оприкосновене второго порядка. Что касается поверх- 
моетей, то этоть методъ, какт. сейчасъ увихимъ, къ нимь не при- 

ложимъ. ДАйствительно для соврикоеновеня нулевого порадка 
{пересвчешя) двухь поверхностей: 2-=Джу) я #=ЖХ, У), нужно, 

чтобы при Х--т, У-ту и Я -2. Дяя вонрикосновошя первего по- 

рядка, необходимо, крохб того, чтобы: 

92 97 _—_ в 
2х п.м 

Въ случаЪ соприкосновещя второго порядка присоединяются 

‘условя: 
22: . 

Ш, 0 
= у 

'Такимь образомь для сопривосновеня второго порядка суще- 

твуюТь ащесть уеловЙ. Сфера, которою естественно было бы вос- 
пользоватьея для опрезфлешя ражуса кривизны поверхностей, 

опродЪянется четырьмя параметрами и потому удевлетворять нести 
усломямъ но можеть. Польвоваться-же какою-нибуль другою но- 

зерхностью было бы сложно и неудобно. Ведёдетые изложеннаго, 

зля опредбяеня правизыы поверхности пользуются совершенно 

инымь путем, соетоящимь въ опрехблеши кривизны: поверхно- 
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сти яривизною ея нормальныхь спчеий. Переходныь къ изложению 

этого метода. 

$ 66. Раддусь нривызны съчешя. Для ухобства ивеявдоваши вы- 
беренъ систему кооркинать такъ, чтобы ось # быха пормалью в 

которой точкф поверхности 0. & плоскость жу касательной въ. 

этой точк®: Положимь, что при такомъ выбор координатной си- 

стемы новерхность ямфеть уравненте; #=Ах, у). 
Пусть 00 и ОВ (черт. 48) лини переефченя ея плоскостями 

де я уг. Равсмотримт сзченю ОС данной поверхности нормезьною- 
плоскостью, проходящей черезъ ось 2 ин составляющей уголь ф 
©ъ плоскостью гт2. Примемъ эту плоекость 3& пхоскость 22, про- 

ведемъ перпендикулярную къ ней плоскость ух и отнесемъ каннук» 
возерхность къ новой систвнЁ координать, Формулы преобразо- 

вашя будуть 

а—а/Соз(я)--у’Соз(лу == бозф—УЗНир 
уф Сов) -НУбоку-Зто- Созф. 

Уравнех!е поверхиести приметь видъ: 

зе Совф-— Уши, 2’ Заир Совф). 
Положнаъ у-=0, найдемъ уравношя 00: 

* 2—Ие’Созф, хЗф). 

Найдемь теперь ражусь кривизиы этого офченя. 
Онъ выразится формулой (28 и ни 

или, для давнаго случая (при (=; независиныхь перемфаныхь}- 

„ [+ (2) 
0% — 
бд" 

Находимь . Такъ какъ х’ есть фуньщя 2, у, то 

де _дг дк ‚бе ду а о 
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Вторая производная по 2’ будеть: 
9 _ 0 )= д 
ие А. ИЕ 7 

== Софте боя НСО) арт 
== бозр--25бк .Созф- НИ, 

АЕ: 
г де ад» # 

Прежде чёмъ подставлять полученныя значеня производных 
въ выражении радуса вектора, обратимъ внимзие на 10, что 

плоскость ту касается поверхности въ начав воордипать. Урав- 
ное касвлельной плоскости (22): 

ХУ) =0 
для точки поверхности (Х=0, , 2—0) принимаеть видь: 

реа е=50. 
Око должно обралатьсл тождественно въ уравнен@ плоскоети 

му (2—0). Отеюдь схблуеть, что р-—0 и 4—0. Итакъ, 
92 _ 2 

Совершаемь подетановку и получаемь слёдрющее выражен 
радуса кривизны: 

0. 

1 
Рори Софи "^^" ) 

. 1 
Раздфлимь чиелителя и знаменателя на Со5?ф и замфнимь -— о 

вЪ числитолВ, равной величиной: 1-99: 

4 
®-Е 29-Е Нуф” 

Ноложивъ 2уфр—а. нолучниъ выраженю ражуса кривизны сбче- 

мя вь елёдующемъ видЪ: 

р. 

__ 149 
п аия 

$ 67. Главныя съченгя. Проводя всевозможныя нормальныя плос- 
хоети черезъ данную точву поверхности. мы булемь получать с%;- 
меня, нмЪюрия въ общемъ случай различные радусы крививны. 

Котественио ожидать, что ращуеь кривизаы бухеть ныБть одно 

ии ивекольво махснмааныяь но минымальныхь значенй. Посуит- 

13 
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римъ, кекимь софчешамъь осоотвьтетвують эти значеня. ЗГрежде 

всего мы должны приравнять нулю производную р по а, находамь 
эту производную: 

ар _ 2-4 2ва-4а а —2 (1-08-10 Э [во (и 
аа (Еза--ы — ‘безазнойя 

Приравнявъ нулю числитель, полузимь уравнеше: 
392--(—ра— 0, 

изъ котораго найдутся значеня с, соотвётетвующя Мах. и пни. 

Это уравнене иметь дна корня: ” 

ОИ , 
8 

{у о УбеВнЕы 
53 

Слёдуя общей теор наибольщихь величинъ, мы должны были 

бы обратиться теперь ко второй производной: знакъ вя позво- 

ляль бы отличить Мах. оть пуп. Но мы можемь проще достаг- 

нуть цфли, воспользовавшись свойствами трехчлена второй степени. 

ИзиВетно, что для значен! перемфниато, заключающихея между 

вориями, трехчленъ отрицалеленъ, хля остальныхь значен{ подо- 

жителенъ: (это вполнф очевидио, если трехчлень разложить, при- 

вести къ виду: (х—о’)(х— а”). Знакъ производпой ® зависить 

только оть знака трехчлена 502--(у— 0—8 такь накъ въ знаме- 
нателв квадрат. Слдовательно, при значешяхь а, мевьшихь 

&”, производная положительна; при а—4” равна нулю; при а>а” 
становится отрикательна. Соотвётотвующая ой фузкщя р при 

в<а” возраетаеть, при «> а” начинаеть убывать; сдёдовательно, при 

› Ч 
и—а” р есть Мах. Когда а дблается больше о’, р становитси 

опять положительнымь, слфдовательно, р назинаеть возрастать н 
при ча’ есть ши. 

Приходныъ къ слВдующему выводу: въ кождой точкф поверхно- 
сти, выражаемой уравненемъ, если только эта точка не особая, 
существують два нормальныхь оъавия, одно изъ которыхъ имфеть 
радусь кривизны махниши, другое низ. Эти еёчешя незызаются 
главными. Значеня а, опредёдающия неправленя главныхь сЁча- 
#8, продстввляють перу корней уравнен 

ви (пин. 
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Но свойству корней кввлратнего уравнешя (г,2,--=9;е’о”=—1, 
или 

р’ о" 1. 
Полученное равенство показываеть, что тлавнья сиченуя взавино 

пернендипулярны. 
5 65. Рабуем кривизны пабаныхь съчена. Займенея опредбле- 

Мемь величины ченыхь ранусовъ кривизны: рен В риа". 

Продетавимь формулу (52). въ вядф: 

Подотавивь а’ и а", получикь величину Я и Е”. Но такъ какъ 
и’ и а” разнятся только знакомъ при корнЪ, 10 и выраженя П’ 
К” будуть имфть только ту же разнику. Въ виду этого, доета- 
точно получить подстановкой выражен! только одного ралуеь 
кривизиы, напримвръ А’. другой найдемв, перемфаивъ знавъ #е- 

рехь кориемъ: 

Зычислимь отдёльно: ю 

_ Эви _ 
т я 

еее -рерая АЕ РЕЕЫЙ 

Вставляем теперь формулу ии ь въ формулу р: 

ни — ме —ая 

”" ИА еУИЕТЯ 
2: + 

чения —_ 2М7—йая — 

% м —Ваяео-но рая 

ен ОИ 
Неремфициъ знакь разакала, имбожъ: 

ри == Е". 2 
оу рая 

13° 



— 196 — 

`Полученные результаты можемь предотавить общей формулой: 

ИЕ ЛИ и (3) 
оу ВЯ 

°Вв ивноторыхь случаяхь улобно имфть уравиешо второй сте- 
мени, корнями котораго служать А и 1”. 

Такое уравнове но трудно составить, пользуяеь равенетвояь 

(53). Изь`этого равенства получим: 

Ея. 
Освобождаемъ оть корня и располагаемт уравнене по стс- 

нонямт В: 
ово --48* |, орве чоов-А= 

.. =" 04-482, 
Зо ао 4 оо... (4). 

Изь этого уравненя опродёляются оба главныя зкаченя К. 

$ 69 Соотношене между кривизною взаимно порпендикулярныхь 
спченй. Отиесемь поверхность кь систом® координать, плоскоет, 

2у которой каелется поверхности въ началЪ координать, & ило- 
скоети 22 и уг совпадають съ плоскостями главныхь очен. 

Иря этикь условяхь: ф”. „_П 9 и” 5, и потому: 

&’=0, . 
Чтобы уравнене: и?--(х—а—: им ло таюе корни, нало 

чтобы коэффищенты при о? и при а? были нули, т. е. чтобы: 

8—0. 

Формуль (53) двоть при этомь усзоши: 

1 1 И ==. 

Возьмемъ теперь какую-ннбуль крутую систему взаимно-периен- 

дикулирныхь корнальныхь сфзевЙ; 204’, и 209’ (черт. 49), обра- 

зующихся съ плоскостью 22 угды фи ++ 5. По формулв (52): 

1 И ЗОО 
Ра, Созф- ур 

ая) 2 Эри + ет ва (Т) \^ 
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Тажь какь з==0, 10: 

= н р 1 
В озона 

1 1 В 
Нашитежь обратцыя дроби ы и г и вотавимь выражен ги 

{ нерезь № и И”: 
1 уборы 

1 1 к» 
1171 .. - 

роби 18 выражають кривизну сьчзвй, Поэтому полученный 

результать словами можеть быть выраженъ такъ; стиха кривизнъ 
веякихь двухь взаикно перпендикулярныхь нормальпыхь сзченй 

въ донной точк® асть величина постояниая, равиая сум кри- 
визнЪ главныхь офченй. 

Итакъ, кривизна въ ленной точкВ поверхности характеризуется 

суммою кривизнь главныхь оченйй., 
$ 70. Иземьдоваще кривизны яовертности. Для изедёлованя кри- 

визны поверхности болфе удобно нзеколько иное выражено ра- 

уса кривизны, чмъ (53). Это выражевше получимь, преобразо- 

вавъ подкоренное количество: 

(ео ааа ат ан РО Ция), 

Итакъ, нифемъ: 

Газемотримъ слёдующе случаи: 

11 #—*>0. Въ этонъ луз: подкоренное выражен меньше 

{/--Е. корень меньше 7--Ё, обозначешя Ё по знаку одинаковы. 

ослфднее показываеть, что главные ражусы кривизны направ- 

аены въ одну и ту же сторону. Такъ какь отимъ рашусшыь со- 

отвётотвуеть максимальная и минимальная крявизиа, то радгусы 
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кривизны веЪхь другихь еЁчен! направлены въ ту же сторону, 

т. ©. повержность выпуклая. 
2} #—5<0. При этомь уелови и В” по знаку различны, 

т. е. ражусы кривизны главвыхь офчен! направлены въ разныя 

стороны: ховерлность сьдлообразная. 
3) #-?=0. Одинъ радусв имфеть нВкоторое конечное зна- 

чен!о: другой равенъ безконечности, т. с, поверхность содержить 
въ извфетномъ направленн элементь, совпадаюний съ прамой 

лияей. Если вов точки поверхности обладають этимт свойствоит, 

поверхноеть разибанщалея. 

Въ равенств®: #—32—0 увиаемь дифференшальное уравнене 

разгибающейся поверхности (47). 

8 71. Ливии кривизны. Возьмемь нь нЪжоторой поверхности 

точку Мх,у,2) и посмотримъ, нользя хи найти такую смежную 

точку №, пормаль въ которой пересфкасть норхаль въ М. Напи- 

шемъ уравнешя нормали 2Ъ точкё М (25): 
Ха -д0; У-УКА-Юо 

или (21), Чтобы получить уравневйя нормали эъ смежной точк® 
М’, мы должны продифференнировать эти уравнешя (ер. $ 46\ 
получимь: 

4х-—р4г--(2—вар—0; — ду —а9г-- (2—0, 
мли 

де-рае--(Е —«Утал-яау): ду-наг--(2- базу). 
Отсюда: 

цх--р4г _ 42-4 

ауа2^ аа у” 
Замбтивь, что: 

4а-траг--94у, 
перенисываемъ полученное равенство въ вид 

[а-я -рраду [зар --1ау == [ибо-зау [райе--(-4 949, 

Посл н$которыхь прастыхь преобразованй приведемъ его 

хъ ънху: 

Гане» ы (ана 
[а ---е|=0....2...... (57). 

Равенство это при данныхь значеняхь координать, какъ по- 

лученкое путемь ясключешя х,у,г изъ четырехь уравиен хвухь 
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нормалей, служить услошемь иперосбчещя этихь нормалей, При 

перемфкныхь т,у,2 оно служить дафференщельнымь уравненгемъ 
гвометрическаго мьста кормалей, пересфкающихт, данную. Так 

4 
какъ уравнеше это второй степеви относительно в, то въ ило- 

окоети, параллельной лу существують въ данной точк® даь кз- 

салельныхь къ геометрическому мЪсту у. Посл6лнее оботоятоль- 
етво указываеть ид то, что смежных хормали, переепнающия дан- 

ую, существують по двумь паправлениме, т. е. ихь четыро. Дли 

каждой изъ этихъ нормалей мы получимь въ свою очередь четыре 

пересвкающихея съ ними смежныя, одною изъ которыхь будеть, 
конечно, начальная. Цовторяя то же хля каждой изъ полузек- 

ныхъ нормалей, отызчая точки пересёченя ихь съ поверхноетью 
и соединяя точки, соотьфтегвуюлия пересфкающимся нормалямъ, 
полузимь офть ли, назызаеныхь знбямы кривизны, Способь. 

которымъ он получены, показываеть, что черезь лождую точку 
поверхности проходята даль линди кривизны. ЛиНн эти представ- 
ляють собою кратчайшия разотояыя мехлу смежными точками и 

называются также зсодезическими. Для болфе удобнаго изелЬдова- 
ня свойствь лимй кривизны, отнееемъ поверхность кь такой си- 
стемф координать, плоскость ху которой касзется поверхности 
въ началь. При этонь (5 66): р=0, 9—0. 

Уравнеше (57) принамаеть видь: 

и) ау {и е-Оди-=. 

Вепомнивъ уравнене, опредёлявигее главный офченя ($ 6%): 

й 
в48-|- (7—6) а—8=0, заключимъ, что: р 

42 
«—499. 

Такъ какъ % представляеть 6060ю тантенсь угль съ осью 2 

проевши нь илоскоеть жу касательной въ далной тозвЬ къ лини 

хривизны, то изъ поелёдняго равенства слбдуетъ, что этоть уголь 
воть ф, Т. 6. ивы кривизны лежать въ завныхь съчетязь. 

$ 72. Приложеще свойствь лини кривизны кь опредъленю иг 
«иуев кривизны заавныхь съченй. Пользуяеь только-что вывелон- 

чымъ свойствомь, мы можемъ вычислить радусы кривизимы глаы- 
мыхь офченй, Уравненёл вормали въ точкБ Вх, у, 2) суть: 

Хек и-а)ни, УИ, 
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уравнения смежной нормали: 

д-ра —(#-— газа) 0, ди--ааг—(—= аа -Н-=0. 
Если эти нормали пересфкаются, ‘го онф лежать вЪ одном изт 

главвыхь сВченй и пересекаются въ сго цеятр8 кривизны, Коор- 
динаты центра можемъ назвать 2, у, 2, ТАКЪ кавь онъ лежить на 
первой нормали. Въ тёкомь случа ращусь будеть: 

Е-—ИХ—НН— 
Веотьвляя Х-—ли У-—у изь уравнен! первой пормали, получимт: 

Неее. 
Остается исключить коорхиналу 2 центра кривизны, Для этого 

ветавимъ въ уравнешя второй нормали выражене хифференшали, 

7: а: Г-=раг--а4у; получится: 

[я (ва 
[-е—(2—2 [г -ра а. 

Перемноживъ оти равенства, по приведеши, будемь имфть: 

ава -и-орь--а р-н? 
Выразивъ (Й—2) черезь Л изъ выше полученнаго равенства. 

вотавимь вь уравнове: (»Ё — 81) В — [(1 + 2% — Зе Ра 

ЧУ НРА --9)-=0..... ан инте (58). 
Мы получили уравнене, изъ котораго опрехфляются оба зна- 

чешя В. Оно важно тВыъ, что опредфляеть ращусы главныхь 

очен иры произвольно расположенной системь коодинать. 

Еели то мы сдвяаемт осью 2 нормаль, з плоскостью ху ка- 
салельную въ той же точк®, то какъ мы видёли © и 9—0, п 

уравнон!е принниаеть видъ: (#—8?)3—(›--0Р--1-=0, т, е, обра- 
‘щаетол въ зиакомое уже намь уравнев!е (54). 



Указатель формуль дифференцгальнаго исчислен!я. 

Часть первая. Часть вторая. 

Часть третья. 

| Форм. $ | Фор. < Форм. $ | Форм. $ 

| 
1 [1 т 129 15| 3% 
лит |2 п 3 
зан м3 

н За 2 | 13 ы за 15 | 34 

4 2 |139 [26 М 34а 
4а 2 | 14 9 | эт 17 [35 

59115 10128 20| 36 
6 за и 29 2037 
Зо 19 | 28” 50 | 38 

т 3118 21 | 25%” 20 358 
8 4:10 13 я 20 | 39 

р ча ц |0 9140 
реб ини жи 
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ВАЖНЪЙШИЯ ОПЕЧАТКИ, 

Слирока. _Налечатамо. Драяено быть, 
5 сверху Нур” = 
6 еннзу = 
5 › ", 
8 › Ни Иа 

Зи 10 сверху в", и в я 
$ спызу Ча В=. 

24 › : 

10 сверху 

р 49 тр, 5 снизу их 

а 49 сх 13 сверху &=9°. 

7 › в 
а" 

12 › р 4х 

м »ь =1 
Дх 

1 евизу (1 2) 

> а 
5 сверху ( а. —в) 

пя сонгсоятайе вльйце--- сорсоне йо 
10 сиу И яр. Ниле 
2 ›ь -в'4.4г 2’ 
8 › виа 5" 
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Строка. Напецатано. Дозжию быть. 

11 снизу $20 $ 26 
11 сверху (+8) +... Ча-И... 

эт 9т 
8 › а 2% а = дю 

5 снизу утру” пир" т" 
хтуп Ра 

94 9: 
10 сверху 2 а. 23 Зи 

10 снизу у ду 
1 1 

4 › Е В ==. 2 | —... 

2 › — 1 +4-= ие... 
— 1-я 

10 › ип== == 

16 сверху А, = 24, 

1 сназу е 2” 
9 сверху вторая первая 

11 сввзу 9—0 9—9 снизу 6 50 
«ГУ ыы. 8 сверху [Е |— |... [2 |. о, 

8 › ах тории 
ди и дв И 29° 

3 › [ее Зее" дур * Завди? ты 
‚9 э.9и 

5 драк д.6 
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